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Estimado amigo:

El libro que te presentamos, con el titulo “Hormigbn Armado y
Pretensado —Concreto Reforzado y Preesforzado-“ corresponde al libro de texto
de la asignatura del mismo nombre en la Escuela de Ingenieros de Caminos,
Canales y Puertos de la Universidad de Granada, Espafia. Si bien ha sido
enriquecido tratando de responder a las dudas que nos han surgido durante
nuestros afios docentes. Este libro pretende ser un tratado general de célculo de
estructuras de hormigén armado y pretensado, por eso se han obviado temas
como soluciones constructivas y detalles, que se pueden consultar en otros
volUmenes existentes en el mercado y en proyectos constructivos.

Hoy dia, debido a la facilidad de calculo asociada con el desarrollo de la
informatica, el uso de tablas y reglas simplificadas estd en desuso. De hecho,
actualmente es inconcebible abordar el calculo de una estructura sin la ayuda de
un programa de ordenador adecuado. En este contexto, este libro pretende
aumentar el conocimiento teérico del ingeniero y del alumno de ingenieria-
teniendo como base una importante carga tedrica y conceptual.

Aungue generalmente se utiliza la normativa espafiola (EHE) y la
europea (Eurocodigo-2), en general el texto no se cifie a una norma especifica,
haciéndose mencion, por su interés practico en casos concretos, a otras normas
como la americana ACI-318 o la suiza SIA-165 -entre otras-.

Nuestro agradecimiento a los profesores que en mayor o menor medida
han colaborado en la edicidn de este libro, especialmente a: Mark Aschheim de
la Universidad de Santa Clara (California), Luis Albajar Molera de la UPM,
Rafael Gallego Sevilla y Miguel Losada Rodriguez, ambos de la UGR, a
Stravoula Pantazopoulous de la Universidad de Tracia y a Daniel Kuchma de la
Universidad de Illinois U-C.

Especial agradecimiento a las empresas y asociaciones que han
colaborado y sin cuya financiacién no hubiésemos extendido este trabajo a
todas la Escuelas de Ingenieros de Caminos de Espafia, para cuyos alumnos de
la signatura de hormigdn armado, este volumen sera gratuito los préximos dos
afios. Ademas esta disponible en red para cualquier persona que lo desee. Estas
empresas son:

SACYR, JOCA, AZVI, PROINTEC, HOLCIM, DETECSA, ORTIZ
Construcciones, BRUES Y FERNANDEZ, GARASA, IECA y CHM.

Los autores.
Granada, Diciembre de 2007
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CAPITULO |

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Viaducto Arroyo del Valle. Espafia.
Cortesia de Grupo AZVI. www.azvi.es

1.1. INTRODUCCION

El objetivo de este libro es lograr que el estudiante alcance un conocimiento de los
principios basicos del hormigén armado y pretensado. Dado que actualmente el hormigon es
el material de construccion mas extendido, estos principios béasicos han de ser conocidos por
arquitectos e ingenieros.

Se entiende por hormigoén estructural, también denominado hormigén armado y/o
pretensado, a la disciplina que estudia el empleo del hormigén en elementos estructurales.
Para este fin, como veremos mas adelante, sera necesario el uso del hormigén combinado
con barras de acero.



PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 16

El conocimiento de la forma de trabajar del hormigén estructural hace que el
ingeniero o arquitecto pueda emplear el hormigdn, un material fragil cuya resistencia a
traccion es muy pequefia, para construir elementos estructurales resistentes y ddctiles.

Debido al avance que han experimentado las posibilidades de calculo, las tablas y
manuales han sido sustituidos por programas informaticos. Estos medios han permitido al
ingeniero mayor capacidad y libertad en el disefio estructural. Por otra parte, los tipos de
hipotesis en el analisis se han visto incrementados: andlisis no lineal, analisis dinamico,
etc... Esta mayor capacidad hace que los técnicos tengan necesidad de un conocimiento
mas profundo de las hipétesis y los modelos empleados en el hormigén estructural y una
menor preocupacion en relacion a los métodos de calculo numérico.

El hormigon es un material heterogéneo que ademas retrae, fluye y se agrieta, de tal
forma que sus tensiones no pueden ser conocidas con exactitud. En general, como veremos a
lo largo de este libro, las ecuaciones de disefio estan basadas en conceptos basicos de la
ingenieria mecénica y de la estatica junto con términos deducidos empiricamente.

12. EL HORMIGOI\J ARMADO Y PRETENSADO COMO MATERIAL DE
CONSTRUCCION

El hormigén por si solo es un material que resiste bien a compresion (en torno a 30
N/mm? o MPa) aunque menos que el acero (que su resistencia a compresion est en torno a
400 N/mm?) e incluso menos que la madera. Una caracteristica del hormigén es su baja
resistencia a traccion, del orden de 10 veces menor que la resistencia a compresion,
hablando en términos poco precisos.

Consideremos la viga fabricada exclusivamente con hormigén (sin acero) de la
figura 1.1). El valor maximo de la carga (q) que puede resistir la viga serd aquella que
origine una tension de traccion igual a la resistencia a traccion del hormigén. Cuando esta
carga se alcance la viga colapsara sin previo aviso.
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Seccién

B S S S S N T N N A

Diagrama de tensiones
normales en la seccién
transversal a centro de luz

Figura 1.1. Viga de hormigén

En la viga de la figura 1.1 la rotura se producird en las fibras inferiores, pues es en
ellas donde se experimentan las maximas tracciones. Podemos facilmente intuir que, en
general, el empleo de hormigdn sin armadura (hormigén en masa) no es adecuado. En el
elemento estructural de la figura 1.1 se estd desaprovechando la capacidad de trabajo del
hormigén a compresion ya que éste podria resistir tensiones mucho mayores. Ademas se
esta confiando en la capacidad de trabajo del hormigon a traccién que, dado que no se puede
garantizar que el hormigdn no tenga grietas que lo incapaciten para resistir esta solicitacion,
es muy poco fiable.

Para mejorar los inconvenientes antes descritos se plantea la necesidad de
introducir un material que resista a traccion lo que el hormigén no puede: el acero. Este
material afiadido debe colocarse en las zonas donde es mas necesario (figura 1.2) o sea,
donde se desarrollan las tracciones. Al conjunto de ambos materiales trabajando de esta
forma se le denomina hormigén armado.
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R .

Diagrama de tensiones
normales en la seccion
transversal a centro de luz

Figura 1.2. Viga de hormigén con acero en la zona de traccion

Como se vera més adelante, salvo excepciones, no se considera la colaboracion del
hormigon a traccion, tal y como se aprecia en el diagrama de tensiones normales de la figura
1.2.

Puesto que sobre la viga de la figura 1.2 no actda ningln esfuerzo axil (flexiéon
simple), en toda seccion transversal se debe cumplir que la resultante de las compresiones
iguale a la resultante de las tracciones:

[o.dA = [ o dA

Zona Zona
Comprimida Traccionada

donde o es la tensién en el hormigdén (el subindice ¢ proviene de la palabra inglesa
concrete), o es la tensién del acero (el subindice s proviene de la palabra inglesa steel), y
dA. y dAs son las diferenciales de area de hormigén y de acero respectivamente.

Con la aparicion en el mercado aceros de alto limite eléstico, aceros cuya
resistencia a traccion es muy elevada (en torno a 2000 N/mm?), se plantea la posibilidad de
su empleo junto con el hormigén. Para ambos aceros, el de alto y bajo limite elastico, el
madulo de elasticidad es siempre aproximadamente el mismo, E; =200000 N/mm?, lo que
implica que pasar de una tension inicial de 0 a una tension igual a su resistencia maxima
requiere una deformacion grande en el acero de alto limite elastico. Por tanto, si se pretende
emplear este tipo de acero para armar una viga, tal como se indica en la figura 1.2, el
hormigén se agrietard exageradamente y apareceran grandes deformaciones antes de
alcanzar tensiones proximas a su maxima capacidad. Trabajar a resistencias maximas con
acero de alto limite elastico solo es posible si éste es introducido en el hormigén con una
predeformacion (o tension inicial, denominada pretensado). Con esta técnica es posible que,
para deformaciones pequefias 0 nulas, el acero trabaje a tensiones cercanas a su tension
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maxima. En la figura 1.3 se representan los diagramas de tensiones normales debidas al
efecto del pretensado, suponiendo en la seccion transversal situada en el centro de luz el
acero (cable de pretensado) esta sometido a una carga axil de valor N.

1
1
_A_ Diagrama de tensiones normales en la

seccion transversal a centro de luz,
debidas al axil N y al momento N-e

Figura 1.3. Viga de hormigdn con acero pretensado

Si al estado de tensiones inicial, debido al pretensado -fuerza del axil N y momento
N-e -, se le suman las tensiones correspondientes al momento flector generado por la carga

g, tenemos:
B.,. { = Estado final

Figura 1.4. Estado de tensiones en la viga pretensada

Se puede observar que el estado de tensiones final (o en carga) , representado en la
figura 1.4, presenta tensiones menores que el estado de tensiones inicial (0 descargado) de
la figura 1.3.

Este nuevo tipo de hormigén estructural se denomina hormigon pretensado. Es
interesante sefialar que cuando un hormigén armado se desencofra (el enconfrado es el
sustento necesario hasta que endurezca) las barras de acero quedan traccionadas mientras
que, en la zona de compresiones, el hormigén queda comprimido. Asi pues, tanto en el
hormigdén armado como en el pretensado, el acero quedara finalmente tensado.

A la armadura propia del hormigén armado se le denomina armadura pasiva y a la
propia del hormigon pretensado se le denomina armadura activa.
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Particularidades del material compuesto

El material compuesto hormig6n-acero posee algunas caracteristicas especiales
debido a su relacidn sinérgica que van mas alla de la introduccién que acabamos de hacer,
puramente mecanicista.

La primera gran ventaja es que el hormigon genera cal libre durante su fraguado y
endurecimiento, Ca(OH),, lo que hace que tenga un pH muy elevado (=12). Este ambiente
alcalino protege al acero de un posible proceso de corrosion.

El acero, que de por si es muy vulnerable frente a la accién del fuego, esta
recubierto por una capa de hormigdn que le confiere un gran aislamiento. El efecto es que el
conjunto puede permanecer expuesto a grandes temperaturas durante horas sin que su
capacidad mecénica se vea alterada.

Con el paso del tiempo, y debido a que el hormigén es poroso, el CO, del aire
penetra por los poros del hormigén reaccionando con la cal libre y despasivizando el medio
(proceso de carbonatacién). Este fenémeno es el principal causante de la degradacion del
hormigén pues deja expuesto al acero frente a la corrosion. Durante este proceso el
hormigdn se carbonata. La superficie que separa la masa de hormigdn carbonatado de la que
no lo esta se denomina frente de carbonatacion.

Las contaminaciones del hormigén por sales de cloro (CI) crean un efecto parecido
al descrito anteriormente; estas sales pueden provenir del agua, de los aridos, o aparecer con
posterioridad a la fabricacion del hormigén ( p.ej. uso de sales de deshielo en carreteras).

La traccion absorbida por las barras de acero sera trasmitida al hormigén mediante
tension cortante (friccion) a lo largo del perimetro de las barras de acero. Para asegurar la
transmision de estas tensiones de cortante se necesita garantizar una buena adherencia entre
hormigon y acero. Esta adherencia queda garantizada por varios mecanismos. El primero de
estos mecanismos es de naturaleza fisico-quimica, su origen esta en la interfase hormigén-
acero que se produce en el contacto de ambos. El segundo mecanismo se debe al hecho de
que el hormigén retrae al endurecer, lo que provoca un mejor agarre de las armaduras. El
tercer mecanismo es un mecanismo forzado: las barras de las armaduras pasivas, que son las
empleadas en hormigdn armado, estan fabricadas con corrugas que mejoran la adherencia.

En relacion con el hormigon pretensado, existen dos grandes diferencias técnicas
dependiendo de si la tensién en el acero se introduce antes o después del endurecimiento del
hormigdn (hormigon preteso y posteso, respectivamente). En elementos pretesos, el acero se
tensa dentro del molde del elemento, posteriormente se hormigona y una vez endurecido se
liberan los extremos de los cables. En estas estructuras el trazado del cable debe de ser
rectilineo. En el caso de estructuras postesas, en el interior de la masa de hormigén se
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colocan unos conductos o vainas por los que,, una vez endurecido el hormigén, se procede a
introducir los cables de pretensado para su posterior tesado. El trazado de los cables en estas
Gltimas estructuras puede ser curvo.

De lo anteriormente expuesto se puede intuir que la transmision de las tracciones
del acero al hormigén en elementos de hormigén pretensado es mas compleja que en el caso
del hormigén armado. Como ya comentamos, el acero de pretensar alcanza tracciones
mucho mayores que el acero de armar. La solucion a este problema ha generado grandes
diferencias entre distintos sistemas ideados para realizar dicha transmision existiendo
numerosos sistemas de pretensado (tanto posteso como preteso) y multiples patentes.

Con la técnica del hormigon armado las luces que se pueden salvar en una viga
horizontal son muy limitadas. Las grandes luces en hormigon armado se consiguen
mediante estructuras cuya geometria obliga a que las secciones trabajen fundamentalmente a
compresion, siendo los esfuerzos de flexion muy limitados, tal es el caso de los arcos. Un
gran maestro en el arte de sacar al hormigon armado su maximo partido fue D. Eduardo
Torroja. Las figuras 1.5 y 1.6 corresponden a dos de sus obras: El Frontdn de Recoletos
(figura 1.5) - destruido durante la Guerra Civil Espafiola - y El Viaducto Martin Gil (figura
1.6), obra muy singular debido a que la armadura pasiva hizo de sustento del encofrado.
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Figura 1.5. Frontdn de Recoletos. Cortesia de la familia Torroja.

Figura 1.6. Viaducto Martin Gil. Cortesia de la familia Torroja.

La técnica del hormigon pretensado permite salvar mayores luces y, de hecho, en la
mayoria de los puentes de grandes vanos construidos hoy dia se emplea hormigoén
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pretensado. En la figura 1.7 podemos ver un puente fabricado con hormigon pretensado
posteso.

Figura 1.7. Puente de Huétor-Santillan.

1.3. NORMATIVA

El uso del hormigén en la sociedad es de tal importancia que los modelos de
comportamiento del hormigdn y del acero, las hipétesis de calculo y su rango de aplicacion
estan normalizados.

En Europa es de aplicacién el Eurocédigo 2 para hormigén estructural y el Eurocodigo
1 para el estudio de las cargas sobre las estructuras. En Espafia la norma vigente es la
Instruccién de Hormigon Estructural (EHE). En la parte dedicada a hormigdn estructural la
EHE y el Eurocédigo 2 son similares aunque en algunos casos existen diferencias
apreciables, debido sobre todo a la tradicién tecnoldgica de nuestro pais.

Una obra interesante desde el punto de vista técnico es el Cédigo Modelo CEB-FIP
(Comité Euro-Internacional del Hormigén - Federacion Internacional del Pretensado. Esta
obra, cuya Ultima version es de 1990, es un compendio de la tecnologia del hormigon
estructural y constituye una fuente para las normativas nacionales.
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En el caso arquitectos e ingenieros especialistas en estructuras es interesante y
recomendable el conocimiento de las normativas de otros paises, en especial la norma
americana ACI-318, editada por el American Concrete Institute en inglés y en espafiol.

Denominacion basica

En la norma espafiola si el hormigdn no contiene armadura se le denomina hormigén
en masa (HM), si su armadura estd constituida exclusivamente por armadura pasiva se
denomina hormigén armado (HA) y si existe armadura activa se llama hormigén pretensado
(HP). En la nomenclatura del Eurocédigo 2 no existe esa diferencia y al hormigdn
estructural se le nombra con la letra C.
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Ejercicios propuestos

1. ¢Ddnde romperia una viga pretensada como la de la figura 1.3 si la fuerza de
pretensado fuese excesivamente grande y no estuviera sometida mas que a la
accion de su peso propio?.

2. En las vigas como la de la figura 1.2 las barras de armadura que se colocan en
la parte inferior se denominan positivos. Si las barras se colocan en la parte
superior de la viga se denominan negativos. ¢Tiene esto algo que ver con el
signo de los momentos flectores?.

3. Considérese una viga continua de tres vanos ¢en qué partes se necesitaria
armadura y en cuales no?, dicho de otra forma ;ddnde se colocarian los
positivos y donde los negativos?.

Referencias

Jiménez Montoya P., Garcia Meseguer A. y Moran Cabré F. (1994). Hormigén Armado.
Editorial Gustavo Gili. Barcelona.

Paez, Alfredo (1986). Hormigon Armado, tomo 1. Editorial Reberté. Barcelona
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Investigaciones Cientificas. Instituto de Ciencias de la Construccion “Eduardo Torroja”.
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CAPITULO 11

PROCEDIMIENTOS GENERALES DE CALCULO

Carga movil de ferrocarril sobre una estructura.
Cortesia de PROINTEC S.A. www.prointec.es

2.1. DESCRIPCIONES PROBABILISTAS Y DETERMINISTAS

Cuando se acomete el célculo de una estructura con objeto de dimensionarla
existen algunos datos que es necesario conocer: acciones, propiedades de los materiales,
condiciones ambientales y geometria. En relacion al valor de cada uno de estos datos
caben dos posibilidades:

- suponer que sus valores son conocidos y Unicos, o bien
- suponer que el valor de cada uno o conjunto de ellos tiene asociada una
cierta distribucion estadistica.

El primero de los planteamientos se conoce como determinista. Los
planteamientos deterministas fueron adoptados por las primeras normas de hormigén,
de manera que partiendo de unos valores determinados en los datos de entrada se
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realizaba todo el calculo estructural. Al final del proceso de célculo se comparaba el
resultado de algunos valores obtenidos con los que se consideraban valores admisibles
de estos resultados. P.gj. las tensiones obtenidas en el calculo se comparaban con lo que
se denominaban tensiones admisibles, siendo en éstas donde se introducia el coeficiente
de seguridad, asociado a la incertidumbre inherente al proceso.

O-m ax

O admisible —

El segundo de los planteamientos es mucho mas realista y consiste en asignar a
cada una de las variables del proceso una funcion de densidad y obtener la garantia de
funcionamiento de la estructura en términos de probabilidad.

Un planteamiento intermedio a los anteriores es el método de los estados
limites. En este método se fijan una serie de estados que la estructura, durante un
tiempo determinado, no debe sobrepasar para garantizar una determinada funcionalidad.
A ese intervalo de tiempo se le conoce como vida Util de la estructura.

2.2. EL METODO DE LOS ESTADOS LIMITES

Cuando se proyecta y construye una estructura se debe hacer de forma que
durante la vida dtil estimada se mantenga en las condiciones de uso requeridas, tanto
durante su construccién como durante su uso, sin que ello requiera operaciones mas
complicadas que un simple mantenimiento. A lo largo de esta vida Gtil pueden aparecer
distintas situaciones en funcion de su duracion en el tiempo denominadas situaciones de
proyecto:

- situaciones persistentes o definitivas

- situaciones transitorias o provisionales
- situaciones accidentales

- situaciones sismicas

Durante todas estas situaciones hemos de garantizar que no se alcanzara ningun
ESTADO LIMITE, definidos como aquellos a partir de los cuales la estructura no
satisface los requerimientos de seguridad y de funcionalidad para los que habia sido
proyectada.

Los estados limite se agrupan en los dos siguientes:

1. Estados limite dltimos (ELU): Asociados al colapso o a otra forma de
fallo similar de la estructura, parte de ella, o a la seguridad de personas.
Los estados limites Gltimos, segun la norma espafiola de hormigon EHE,
se producen cuando el fallo se presenta por:

- Pérdida de estabilidad
- Solicitaciones normales
- Cortante
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- Torsién
- Punzonamiento
- Deformaciones estructurales (pandeo)
- Fatiga

2. Estados limite de servicio (ELS): Asociados a la falta de servicio en
funcionalidad, comodidad o apariencia estética de la estructura. Los
estados limite de servicio pueden ser reversibles o irreversibles. Los
estados limites de servicio en hormigon son:

- de limitacion de tensiones bajo condiciones de servicio
- de fisuracién
- de deformacion

El método de los estados limites centra su estudio sobre las acciones y sobre las
caracteristicas de los materiales. La durabilidad de la estructura es un supuesto de
proyecto, lo que quiere decir que se supone que los materiales de la estructura
permaneceran en perfecto estado durante su vida Util. Para garantizar esto ultimo, se
tomaran medidas paliativas en funcidn del tipo de ambiente en el que se encuentre y se
asegurara la calidad durante todo el proceso constructivo.

Se supone que las hipdtesis de calculo establecidas para el anélisis estructural
son apropiadas para predecir el comportamiento estructural y los estados limites
considerados. EI método de los estados limites estd basado en el principio de
superposicién y, por tanto, todo andlisis estructural cuyas hipétesis no verifiquen el
principio de superposicion (como puede ser el caso del estudio de estabilidad de pilares)
no es compatible, en principio, con el método de los estados limites.

Las acciones sobre una estructura se pueden clasificar atendiendo a varios
criterios:

- Por su forma de aplicacion: directas (cargas) o indirectas (deformaciones
impuestas, acciones térmicas, ..).
- Segln su variacion en el tiempo:
- G permanentes: como el peso propio o los elementos

permanentes.

- Q variables: como la sobrecarga de uso, el viento o la
nieve.

- A accidentales: como explosiones o impactos de
vehiculos

- Por su variacion espacial: fijas o libres.
- Por su naturaleza o respuesta estructural: estaticas o dinamicas.
Valores caracteristicos, valores representativos y valores de calculo

Un concepto muy importante en el método de los estados limites es el de valor
caracteristico, tanto para las acciones como para los materiales. El concepto de valor
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caracteristico esta ligado a la distribucién estadistica que presenta el valor en cuestion,
denominandose valor caracteristico aquel que mas interese destacar dentro de la
distribucion estadistica. Algunas veces el valor caracteristico correspondera al valor
medio y en otras ocasiones sera el asociado a un percentil determinado de la
distribucion estadistica.

Materiales

En relacion a los materiales, desde el punto de vista del método de los estados
limites, caben dos posibilidades: referirse a situaciones de resistencia Ultima
(relacionadas con los ELU) o bien referirse a situaciones de limitacion de
deformaciones (relacionadas con los ELS). Segun se trate de un caso u otro, el valor
caracteristico de los materiales serd conceptualmente diferente y el nivel de seguridad
requerido en el célculo también serd diferente.

Consideremos un ejemplo: si se pretende estudiar la deformacion de una viga
de hormigdn lo que interesa es considerar el valor medio del médulo de deformacién ya
que en el célculo de la deformacidon de ésta interviene todo el hormigén que la
compone. Por el contrario, si lo que se pretende es estudiar la resistencia a rotura de la
viga serd conveniente tener en cuenta el valor de la resistencia del hormigén
correspondiente a un percentil determinado ya que la rotura se producira por el punto
mas débil.

En el caso de las resistencias Ultimas de los materiales, se supone que sus
valores siguen una distribucion normal. El valor caracteristico de la resistencia Gltima
sera el que presente una garantia del 95% (s6lo el 5% de las probetas ensayadas tendran
una resistencia menor a la caracteristica):

f.=f —1.650
donde f., es el valor medio y o es la desviacion estandar.

En cuanto a parametros relativos a la rigidez de los materiales, necesarios para
medir deformaciones, el valor caracteristico serad su valor medio, ya que la deformacion
vendra dada con mayor exactitud por el valor medio que por el del cuantil del 0.95.

Como ya hemos dicho, el valor caracteristico de la propiedad de un material es
aquel valor que es mas interesante resaltar (Xy). No obstante, cuando se introduce en el
calculo es necesario aplicarle un coeficiente de seguridad con objeto de garantizar que
no se va a sobrepasar en los ELU y que los ELS van a ser calculados con exactitud. Con
este objeto se introduce el coeficiente parcial de la propiedad del material: yy.

Se denomina valor de calculo de la propiedad de un material al valor X:

Xy =—%
m
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Los coeficientes parciales de seguridad para ELU de las propiedades de los
materiales segln la EHE y el EC2 se recogen en la tabla 2.1.

Tabla 2.1. Coeficientes parciales de seguridad de materiales

Situacion de proyecto Hormigon Acero pasivo y activo
Ye Vs

Persistente o transitoria 1.5 1.15

Accidental 1.3 1.0

Obviamente el valor del coeficiente parcial de seguridad en hormigén es mayor
que en acero puesto existe mayor desviacion de la media en su valor caracteristico. Si
los valores caracteristicos de resistencia son de 30 MPa para un hormigén y de 500
MPa para un acero, sus correspondientes valores de calculo -en situaciones persistentes-
seran de 20 y 435 MPa, respectivamente. Esto significa que, debido al proceso de
fabricacidn, se tiene la misma garantia de que el acero de 500 MPa no supere el valor
de 435 MPa como de que un hormigén de 30 MPa no supere 20 MPa.

Para los ELS se tomara yy=1.

Acciones

En el caso de las acciones el valor caracteristico depende del tipo de accion
considerada, pudiendo ser el valor medio, un valor superior, un valor inferior o un valor
nominal.

En el caso de acciones permanentes:

- sisu variacion es pequefia se suele usar un Unico valor Gy
- si su variabilidad es grande se suelen usar dos valores caracteristicos
Gx.int Y Gk sup, asociados al cuantil del 5% y del 95% respectivamente.

En el caso de acciones variables, en la definicion de su valor caracteristico se
usan niveles de confianza del 2% y del 98% para Q;inr Y Qxsup respectivamente, o bien
su valor medio.

Se denomina valor representativo de una accién al valor adoptado como carga
sobre la estructura, en general este valor sera el valor caracteristico y, de hecho, para las
cargas permanentes el valor caracteristico y el representativo coinciden. Cuando se
consideran numerosas cargas 0 combinaciones de cargas sobre una estructura la
probabilidad de que aparezcan todas simultdneamente disminuye. Por ejemplo: sobre un
puente actlan varias cargas variables: el trafico, la nieve, el viento, las cargas térmicas,
... pero la probabilidad de que todas actlen a la vez es menor que la de que actlen s6lo
algunas de ellas y, por tanto, es I6gico considerar s6lo fracciones de las cargas variables
cuando actien a la vez. Considerar combinacion de acciones implica tener en cuenta
que es poco probable la actuacion simultanea de todas ellas, lo que se realiza mediante
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los coeficientes de compatibilidad . Asi pues, aparecen tres valores representativos de

las acciones variables:

WoQx el valor de combinacién

W1Qx el valor frecuente (ligado a una parte de tiempo del 5%)
W,Qx el valor cuasipermanente (ligado a una parte del tiempo del 50%)

Los valores de W dependeran de cada normativa. En la tabla 2.2 se indican los

valores establecidos por el EC-1 para estructuras de edificacion.

Tabla 2.2. Coeficientes ¥ para edificacion, segun EC-1

Accion Yo Y1 WP
Carga exterior en:

A.- Edificios domésticos 0.7 05 0.3
B.- Oficinas 0.7 05 0.3
C.- Areas de reunion 0.7 07 06
D.- Comercios 0.7 0.7 0.6
E.- Almacenes 1.0 09 0.8
Carga de trafico:

- vehiculo < 30kN 0.7 0.7 0.6
- vehiculoentre 30y 160 kN 0.7 0.5 0.3
- cubiertas 0 0 0
Nieve 06 02 O
Viento 06 05 O
Térmicas (no fuego) 06 05 O

Hasta ahora se ha hablado de valor caracteristico: el mas idéneo, y de valor
representativo: para tener en cuenta el caracter de ocurrencia simultanea. El siguiente
paso es establecer el nivel de seguridad o coeficiente de seguridad que, en el caso de las

acciones, se lleva a cabo mediante el coeficiente parcial de la accion: ye.

Se denomina valor de célculo (también denominado valor de disefio) de una

accion al valor Fy:

Fo =7 ViR

El valor de yr ademas tiene en cuenta si el efecto de la accién sobre la
estructura es favorable o desfavorable, segin sea este efecto yr tomara diferentes
valores. El valor de ye establecido por la EHE viene recogido en la tabla 2.3. Estos
valores pueden ser modificados en funcién del nivel de control en la ejecucion de la

obra, ver tabla 2.4.
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Tabla 2.3. Coeficientes parciales de seguridad para las acciones

TIPO DE ACCION Situacion persistente o Situacion accidental
transitoria
Efecto Efecto Efecto Efecto
favorable desfavorable favorable desfavorable

Permanente 16=1.00 v6=1.35 v6=1.00 vc=1.00
Pretensado vp=1.00 vp=1.00 vp=1.00 1p=1.00
Permanente de ve=1.00 ve+=1.50 ve+=1.00 1=1.00
valor no constante
Variable Y0=0.00 v9=1.50 v¢=0.00 vo=0.00
Accidental - - va=1.00 va=1.00

Tabla 2.4. Correcciones segun el nivel de control de ejecucion

TIPO DE ACCION Nivel de control de ejecucion
Intenso Normal Reducido

Permanente ve=1.35 vs=1.50 vc=1.65

Pretensado vp=1.00 vp=1.00 -

Permanente de ve=1.50 ve+=1.60 ve=1.80

valor no constante

Variable 10=1.50 70=1.60 70=1.80

Combinacidn de acciones para verificar los Estados Limites

Una vez conocidas todas las acciones a las que esta sometida la estructura y sus
valores de célculo, los valores de célculo de las propiedades de los materiales, los datos
geométricos y decidido el tipo de analisis estructural se pueden comprobar cada uno de
los Estados Limites. Este nuevo paso consiste en verificar que no se sobrepasa ninguno
de los estados limites durante la vida Util de la estructura. Para ello hay que considerar
todas las formas posibles en que las acciones pueden actuar sobre la estructura
(combinaciones) durante la vida de la estructura (situaciones de proyecto).

El método de los estados limites plantea una serie de combinaciones de
acciones que tienen en cuenta la probabilidad de que se presente una determinada
situacion de proyecto junto con la probabilidad de que las acciones actlen
simultaneamente. Se establecen asi unas determinadas combinaciones de acciones para
cada situacion de proyecto.

Sean E los efectos de las acciones (p.ej. esfuerzos en barras, tensiones,
deformaciones y desplazamientos) y R la resistencia de la estructura, cuyos valores de
calculo son:
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Ed :E(Fdl’FdZ’ adl,adz, xdl,xdz, )
acciones geometria materiales

donde:
Fa son las acciones
agi los datos geométricos de la estructura
Kai las acciones sobre la estructura

Para verificar los estados limites Gltimos se debe de cumplir:

- Equilibrio estatico:
Eq ast < Eq st

Eq st €S el valor de célculo de los efectos desestabilizadores de las acciones
Eqst €s el valor de célculo de los efectos estabilizadores de las acciones

Un ejemplo de esto puede verse en el muro de contencion de tierras de la figura

2.1. No s6lo hay que garantizar que el muro no rompe sino que éste tampoco puede
deslizar o volcar si se quiere asegurar la funcionalidad de la estructura.

Figura 2.1. Pérdida de estabilidad en un muro de contencidn de tierras.
- Estado limite de rotura o deformacion excesiva
Eq4 <Ry

Para cada estado limite ultimo (excepto para fatiga) el valor de E4 debe de ser
calculado para las siguientes situaciones de proyecto:

Para situaciones persistentes y transitorias de proyecto:

DG+ R+ 7aQa + X raiVoiQu
j21 i>1
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Para situaciones accidentales de proyecto:

D 7eaiGyq + 7eaP + AL+ YuQa + D ¥,Qu
j>1 i>1

Para la situacién sismica de proyecto:

DGy + P+ 71 A + D W2 Gy

j=1 i>1

donde:

+ significa “se combina con”

) significa “efecto combinado de”

Gy valor caracteristico de las acciones permanentes

Py valor caracteristico de las acciones de pretensado, que se consideran
permanentes

Qu valor caracteristico de la accion variable 1

Qi valor caracteristico de la accion variable i

Ay valor de calculo de la accion accidental

Agq valor de célculo de la accion sismica

Y6ij coeficiente parcial de la accion permanente j

YGAj igual al anterior pero para situaciones accidentales de proyecto

TP coeficiente parcial para la accion de pretensado

YeA igual al anterior pero para situaciones accidentales de proyecto

Yai coeficiente parcial para la accion variable i

T coeficiente de importancia. Este coeficiente diferencia las estructuras

segln su importancia.

Para verificar los estados limites de servicio se debe de cumplir:

Eq <Cy4

Donde C4 es el valor nominal o una funcién de la propiedad de calculo del
material relacionada con los efectos de célculo de las acciones consideradas, 0 sea, una
limitacion impuesta a la estructura (por ejemplo: unas deformaciones).

Para cada estado limite de servicio, el valor de E4 debe de ser calculado para
las siguientes combinaciones:

- Combinacion caracteristica o rara

Zij + B+ Qq + ZTOiQki

=1 i>1
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- Combinacioén frecuente

Zij + B o+ ¥3Qu + D W¥aQq
j>1 i>1

- Combinacién cuasipermanente

DGy + B+ Y ¥uQq

j>1 i>1

Algunas normas pueden presentar comprobaciones simplificadas, el EC1 y la
EHE presentan comprobaciones simplificadas para estructuras de edificacion.

2.3. DURABILIDAD

Las estructuras pueden colapsar por sobrepasar uno de los Estados Limites
debido a causas tales como el deterioro de los materiales y, en especial, a problemas de
corrosion. El problema de la durabilidad de la estructura se enfoca fuera del método de
los estados limites y con cardcter paliativo. La norma EHE plantea 4 clases generales de
ambientes relativos a corrosion de armaduras y 4 clases de ambientes especificos para
procesos de deterioro distintos de la corrosion, éstos se especifican en las tablas 2.5 y
2.6.

Tabla 2.5. Clases generales de exposiciones relativas a corrosion de las armaduras

Clase de ambiente Ejemplos

| —no agresivo-. Interior de edificios

lla —normal de humedad alta- Sétanos no ventilados, cimentaciones

Ilb —normal de humedad media- Tableros y pilas de puentes

Illa —ambiente marino aéreo- Edificaciones a menos de 5 km de la
costa

Illb —ambiente marino sumergido- Diques, pantalanes

lllc —ambiente marino en zona de mareas- Pilas de puentes sobre el mar

IV —corrosién por cloruros- Piscinas

Tabla 2.6. Clases especificas de exposicion relativas a otros procesos de deterioro
distintos de la corrosion

Clase especifica de exposicion Ejemplos

Qa —ataque quimico débil- Instalaciones industriales con ataque débil
Qb —ataque quimico medio- Estructuras marinas en general

Qc —ataque quimico fuerte- Conducciones de aguas residuales

H —heladas sin sales fundentes- Construcciones en alta montafa

F —heladas con sales fundentes- Tableros de puentes en alta montafia

E —erosidn por cavitacion o abrasion- Pilas en cauces muy torrenciales
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La durabilidad se garantiza clasificando la estructura dentro de una o varias
clases de exposicion e imponiendo condiciones relativas a:

- Méxima relacion agua/cemento y minimo contenido de cemento (tabla
37.3.2.ade la EHE-98) para garantizar la minima porosidad.

- Resistencias minimas (tabla 37.3.2. de la EHE-98) para garantizar maxima
compacidad.

- Formas estructurales adecuadas que proporcionen el maximo aislamiento
del agua.

- Adopcién del adecuado espesor de recubrimiento (apdo. 37.2.4 de la EHE-
98)

- Control de sustancias perjudiciales (apdos. 37.3.4 al 37.3.5)

- Cantidad minima de aire ocluido para resistencia a heladas (apdo. 37.3.3)

- Limitacion de fisura (apdo. 49.2.4)

- Calidad adecuada del hormigén, tanto en dosificacion como en ejecucion.

Con todas estas limitaciones se pretende que el hormigdn no presente deterioro
durante su vida Util con objeto de garantizar las resistencias del acero y del hormigdn
durante este periodo.
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Ejemplo

La azotea de un edificio estd compuesta por vigas continuas de tres vanos
separadas 5 m entre si. Todos los vanos tienen una luz de 6 m. La seccidn transversal de
la viga tiene unas dimensiones de 0.5x0.3 m. Las cargas que acttan sobre ella son:

- Una carga permanente compuesta de su peso propio més 2 kN/m?.

- Una carga variable de nieve de 0.6 kN/m?

- Unacarga variable de uso de 1.5 kN/m?.

El nivel de ejecucion de la obra es intenso.

Se pide: hallar el momento flector de calculo en ELU para un apoyo intermedio
en la situacion persistente o transitoria.

A As A

0.5m

Solucion:

La férmula correspondiente para la situacién de proyecto persistente y
transitoria es:

DG+ R+ 7aQa + Xrai¥oiQu
j21 i>1

En primer lugar hay que estudiar las acciones que actlan sobre la estructura y
clasificarlas. Si la densidad del hormigén armado es de 2500 kg/m?® los valores
caracteristicos de las acciones seran:

G = 2500 kg/m? - 9.81 m/s® - 0.5m - 0.3 m + 2000 N/m* - 5 m =
=13.7 kN/m
Quee = 0.6 kN/m?-5m = 3.0 kN/m
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Quo = 1.5kN/m?-5m=7.5kN/m

Para conocer los valores representativos de las acciones variables es necesario
conocer los valores de los coeficientes w, que vienen dados en la tabla 2.4. 4 para la
nieve toma el valor de 0.6 y para la carga variable de uso 0.7.

Para obtener los valores de célculo necesitamos multiplicar los valores
representativos por los coeficientes parciales de seguridad de las acciones y, que son:

G 1.35 si la accion es desfavorable, 1.0 si la accion es favorable
Qnieve Y Quso 1.50 si la accion es desfavorable, 0 si la accidn es favorable

Como se puede observar el caracter favorable o desfavorable de la carga, en
este problema, dependera de dénde se sitle ésta. Una carga distribuida en el primer o
segundo vano serd desfavorable en cuanto al momento en B mientras que una carga
distribuida situada en el tercer vano sera favorable para el momento en B. Esto se puede
apreciar en los tres casos siguientes:
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El momento en B tendra los siguientes valores:
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Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 1+2+3

MomentoenB  -0.0667 q° -0.0500ql*> 0.0167 gl  -0.1000 q I

donde I es la longitud del vano y q la carga por unidad de longitud.

En vista de lo anterior, caben dos posibilidades:

1. Plantear directamente la hipdtesis mas desfavorable
2. Realizar todas la combinaciones posibles

La hipotesis mas desfavorable, en este sencillo ejemplo es fécil de ver y

consiste en:

Considerar como Q; a la carga variable de uso (puesto que es la mayor) y
considerar los valores desfavorables de j en los vanos primero y segundo y el
valor favorable para el tercer vano. Procediendo de esta manera el momento en
B seré:

Mg= 1.35-13.7- 62 (-0.0667 -0.0500) + 1.00 -13.7 - 62 - ( 0.0167) +
157562 (-0.0667 -0.0500 ) + 1.5 - 0.6 - 3.0 - 62 - (-0.0667 -0.0500)
= -128.07 kKN-m

En este sencillo ejemplo es facil saber cuial es la combinacién mas

desfavorable. No obstante, en la mayoria de los casos la deduccién de la combinaci

on

mas desfavorable no es inmediata siendo necesario plantear las distintas combinaciones

posibles, tal y como se resume en la tabla siguiente.
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Combinacién  Q; Primer vano Segundo vano  Tercer vano Mg (KN-m)
1 Uso Desfavorable Desfavorable Desfavorable -116,8
2 Uso Desfavorable Desfavorable Favorable -128,1
3 Uso Desfavorable Favorable Desfavorable -83,1
4 Uso Desfavorable Favorable Favorable -94,3
5 Uso Favorable Desfavorable Desfavorable -71,8
6 Uso Favorable Desfavorable Favorable -83,1
7 Uso Favorable Favorable Desfavorable -38,1
8 Uso Favorable Favorable Favorable -49,3
9 Nieve Desfavorable Desfavorable Desfavorable -111,1
10 Nieve Desfavorable Desfavorable Favorable -121,5
11 Nieve Desfavorable Favorable Desfavorable -80,2
12 Nieve Desfavorable Favorable Favorable -90,5
13 Nieve Favorable Desfavorable Desfavorable -69,9
14 Nieve Favorable Desfavorable Favorable -80,2
15 Nieve Favorable Favorable Desfavorable -39,0
16 Nieve Favorable Favorable Favorable -49,3

Como se puede observar la hipétesis inicial era cierta.
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Ejercicios propuestos

1.

Para el ejemplo anterior: estudiar cual seria la posicion mas desfavorable de
una carga movil puntual de 100 kN para los siguientes casos:

a. maximo momento flector positivo
b. méaximo momento flector negativo
c. cortante.

En ELS los valores de los coeficiente parciales de mayoracion de las cargas y
de minoracion de los materiales son 1, ;tiene esto algo que ver con las
consecuencias que tiene para la estructura el hecho de que deje de verificarse
puntualmente un ELS?
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. CAPITULO IlI

DESCRIPCION Y CARACTERISTICAS DEL HORMIGON Y
DEL ACERO

Bombeando hormigén.
Cortesia de HOLCIM (Espafa) S.A. www.holcim.es

En este capitulo se estudian las caracteristicas mecénicas de cada uno de los
componentes del hormigdn estructural: hormigoén, armadura pasiva y armadura activa.
El planteamiento de este capitulo es fundamentalmente mecanicista, no tratdndose los
aspectos quimicos ni del hormigén ni del acero.

3.1. EL HORMIGON O CONCRETO

El hormigén (concreto en varios paises de Ibero-América) es una mezcla de:
cemento, agua y aridos como componentes principales. Ademas pueden afiadirsele
adiciones (hasta un 35% del peso de cemento, dependiendo del tipo de adicion) y
aditivos (<5% del peso de cemento). El objetivo de las adiciones y de los aditivos es
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mejorar alguna de las propiedades del hormigdn aunque en la practica las adiciones se
emplean sobre todo para abaratar el precio final del hormigon. Las adiciones son:
puzolanas naturales, cenizas volantes, escoria de alto horno y polvo de silice. Los
aditivos, como los superplastificantes, se utilizan fundamentalmente para mejorar la
trabajabilidad temporal del hormigén y permitir relaciones bajas de agua/cemento. En
peso, las proporciones aproximadas de cada uno de los componentes de un hormigdn
tipico vienen reflejadas en la figura 3.1:
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arido grueso arido fino cemento agua

Componentes del hormigén

Figura 3.1. Componentes del hormigdn en peso

En el instante en que el agua entra en contacto con el cemento se produce una
reaccion quimica exotérmica de hidratacion y en poco tiempo (unos dias) el hormigoén
se endurece tomando el aspecto de una piedra, ver figura 3.2. Cuando se agrega agua al
cemento y a los aridos se forma una pasta gelatinosa que puede tomar cualquier forma.
El agua es necesaria para que el hormigon fresco sea manejable y moldeable y por este
motivo la cantidad de agua afiadida sera superior a la estrictamente necesaria para el
proceso de hidratacion y endurecimiento del hormigdn. El agua en exceso no llega a
formar parte de la estructura quimica del hormigén endurecido sino que se evapora con
el tiempo y hace que el hormigdn adquiera una naturaleza porosa.

Figura 3.2. Aspecto del hormigén endurecido

La propiedad mas importante del hormigdn es su resistencia a compresion. La
relacion agua/cemento de la mezcla es la variable que méas afecta a la resistencia a
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compresion del hormigon. Un hormigén con gran cantidad de agua serd muy poroso,
retraerd en exceso y tendra una resistencia baja.

Para medir la docilidad del hormigon (trabajabilidad) se emplea el ensayo de
asiento en el cono de Abrams (figura 3.3). Este ensayo consiste en un molde de acero
troncocdnico en el que se vierte hormigén y una vez lleno se retira el molde y se mide
lo que ha descendido la masa, atribuyéndole su consistencia en funcién de este
descenso: seca de 0 a 2 cm, plastica de 3a 5 cm, blanda de 6 a9 cm y fluida de 10 a 15
cm. Este ensayo es un referente de la calidad del hormigdn: cuanto mas ddcil es un
hormigén, mas agua contiene y, por tanto, menor sera su resistencia.

Consistencia

Figura 3.3. Ensayo de consistencia

El ensayo méas importante para medir la resistencia a compresion es el de rotura
de probetas cilindricas' de 15x30 cm, medidas en hormigén de 28 dias y curado a 20°C
con el 90% de humedad (EN 206-1). La norma espafiola EHE define como resistencia
del hormigén a compresion al resultado obtenido mediante el ensayo en rotura de la
probeta cilindrica en las condiciones anteriormente expuestas. Ademas hay otros
ensayos no destructivos que miden la resistencia a compresion, aunque de forma menos
precisa, como son los ensayos de ultrasonidos o los métodos esclerométricos. Antes de
usar estos ensayos no destructivos conviene conocer sus limitaciones, que estan
suficientemente explicadas en la literatura especializada®.

La rapidez con la que el hormigén adquiere resistencia depende, entre otros
factores, de la temperatura exterior: cuanto mayor es la temperatura mas rapido es el
proceso de hidratacién. Esto provoca que a temperaturas en torno a 0°C sea necesario
tomar medidas especiales como calentar los &ridos o cubrir el hormigdn, en este Gltimo
caso se trata de aprovechar el calor generado por el proceso exotérmico. Por otro lado,
en fabricas de productos prefabricados de hormigon es habitual utilizar técnicas de
curado con vapor para acelerar el proceso de endurecimiento.

L En otros paises se utilizan otro tipo de probetas como probetas prismaticas.

2 por ejemplo: en hormigones viejos no es riguroso emplear métodos esclerométricos.
Los métodos esclerométricos estdn basados en un indice de rebote de una masa contra la
superficie del hormigdn con objeto de medir su mddulo de elasticidad y, a partir de éste
estimar su resistencia. Puesto que el proceso de carbonatacion (comentado en el primer
capitulo) lleva asociado un fendmeno de endurecimiento, los hormigones viejos seran
mas duros en su exterior que en su interior (no carbonatado).
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La resistencia del hormigén aumenta con el tiempo. De manera aproximada, se
puede decir que la resistencia de un hormigén de un afio es un 10% superior a la
resistencia que el mismo hormigon tenia a los 28 dias.
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3.2. PROPIEDADES MECANICAS DEL HORMIGON

Por separado, el &rido y la pasta de cemento tienen un comportamiento que se
puede aproximar al lineal, esto no sucede con el hormigdn, como se puede observar en
la figura 3.4. Esta no linealidad es debida fundamentalmente a microgrietas que
aparecen en la interfase roca-pasta de cemento.

Oc &
arido

hormigén

pasta de cemento

€c

Figura 3.4. Diagrama tension-deformacién del hormigén y de sus componentes

La principal caracteristica mecanica de un hormigén es su resistencia a
compresion (f;), que es obtenida a partir del ensayo de rotura en probeta cilindrica.
Siguiendo la nomenclatura de la norma EHE y del Eurocodigo 2, se definen:

ac

fctm
fct, k

fctk,0.95

tension normal a la que esta sometido el hormigdn en un instante
determinado.

resistencia media obtenida de ensayar al menos dos probetas a
compresion.

resistencia caracteristica a compresién del hormigén en probeta
cilindrica a 28 dias. Es el valor que se adopta en el proyecto para la
resistencia a compresion del hormigén (f. siempre sera mayor o igual
que la resistencia caracteristica real: cuantil del 5% de la resistencia
del hormigdn colocado en obra).

resistencia a rotura por traccion indirecta (ensayo brasilefio).
resistencia a traccion. Se puede determinar como 0.9f;.

resistencia media a compresion a 28 dias, puede calcularse como
fem=f«+8 MPa si las condiciones de ejecucion son buenas.

resistencia media a traccion a los 28 dias.

resistencia caracteristica inferior a traccion (correspondiente al cuantil
del 5%), también se denomina fex o.05. Se puede estimar como 0. 7.
resistencia caracteristica superior a traccion. Segun el EC2 se puede
estimar como 1.3f.m.
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feen resistencia a flexo-traccion. Esta puede obtenerse a partir de la
resistencia a traccion mediante la expresion 3.1.

0.7
1+1.5 L
(100]

0.7
(100}

siendo h el canto del elemento en milimetros.

fct Bil = et (3' 1)

A falta de resultados experimentales, el valor de la de la resistencia media a
traccion se puede estimar mediante la siguiente expresion propuesta por el EC2
(Eurocddigo 2)

f,, =0.30f% para f, <50MPa

f (3.2)
fam =2.12In 1+ ] para f, >50MPa

Como hemos dicho antes, la resistencia del hormigén depende de su edad. El
EC2 y la norma espafiola plantean las siguientes expresiones:

fcm (t) = ﬂcc (t)fcm
fct,m (t) = (ﬂcc (t))a fct,m (33)

donde g (t) =exp s(l— ?J

donde t es la edad del hormigon en dias, tomando como origen (t=0) el instante en el
que se vierte el hormigon en el encofrado, .. es un coeficiente que depende de la edad
del hormigdn, s es un factor que depende del tipo de cemento y toma el valor: 0.2 para
cementos de alta resistencia y rdpido endurecimiento, 0.25 para cementos de
endurecimiento normal y rapido y 0.38 para cementos de endurecimiento lento. Por
altimo «a es un coeficiente que depende de la edad del hormigén y de su resistencia
caracteristicas a los 28 dias y cuyo valor es:

1 si t < 28 dias
2/3 Si t> 28 dias y fy <50 MPa
1/2 si t> 28 dias y f>50 MPa

La denominacién de un hormigén esta basada en su resistencia a compresion.
De hecho el EC2 los denomina con la letra C (inicial de la palabra inglesa Concrete)
seguida de la resistencia caracteristica en probeta cilindrica y seguida de la resistencia
caracteristica en probeta cibica. Asi: C25/30, significa hormigdn de 25 MPa en probeta
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cilindrica y 30 en cubica. La EHE define HM, HA o HP segun se trate de hormigdn en
masa, armado o pretensado, seguidos de su resistencia caracteristica en MPa, la primera
letra de su consistencia, el tamafio maximo del arido y el ambiente. Asi: un hormigon
HA-25/P/25/111a, corresponde a un hormigon para armar de resistencia caracteristica 25
MPa, con una consistencia plastica, de 25 mm de tamafio maximo de arido y en un
ambiente marino aéreo.

3.3. DIAGRAMAS TENSION-DEFORMACION

Cuando se realiza un ensayo de rotura a compresion se observa que el resultado
obtenido depende de la velocidad con la que se lleva a cabo, tal y como se aprecia en la
figura 3.5. Podemos concluir que el diagrama tension-deformacion depende del tiempo
de aplicacion de la carga. La diferencia entre los diagramas tension-deformacion
obtenidos para distintos tiempos de aplicacion de la carga es menor si la edad del
hormigén es mayor, o sea, el fendémeno observado disminuye a medida que aumenta la
edad del hormigén. Existen ademds otras variables que influyen en la forma del
diagrama tension-deformacion, como son la forma de la seccion, la humedad, el tipo de
arido, ...

Si un hormigén con una edad determinada (por ejemplo: el de la figura 3.5) lo
sometemos de forma rapida a una tension de compresion oz inicialmente se produce una
deformacion e pero pasados varios dias, en los que se mantiene la carga constante, se
observa que la deformacién ha pasado a ser €';. De la misma forma, si se carga el
mismo hormigoén con una tensién de compresion o, la deformacidn inicial es e pero
pasados unos minutos el hormigén rompe, tal y como se aprecia en la figura 3.5. Al
fendmeno por el cual el hormigdn rompe con una resistencia inferior a f; se le conoce
como cansancio del hormigén.

O¢

~~_ Unos segundos

O — Unos minutos | , Envolvente de rotura

Varios dias
g1

»
»

€1 €2 e']_ €c

Figura 3.5.Diagramas tensidn-deformacién en funcion del tiempo de aplicacion
de la carga
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Evidentemente no se puede obtener a priori un diagrama tension-deformacion
especifico para cada estructura concreta. Tampoco tendria sentido obtener el diagrama
tension-deformacion a posteriori, puesto que esto implicaria desconocer el nivel de
seguridad hasta después de ejecutada la estructura. Por este motivo, las normas
proponen diferentes tipos de diagramas. Estos diagramas se dividen en dos grupos en
funcién de su rango de aplicacion: diagramas para el calculo estructural y diagramas
para el disefio de secciones en el ELU de agotamiento por tensiones normales.

El origen de esta division esta en el hecho de que los diagramas empleados en
el calculo estructural deben de proporcionar valores fiables en el rango de deformacion
que se pretenda analizar. Por el contrario, para comprobar una seccién en ELU, lo que
interesa son los valores Gltimos de las tensiones y de las deformaciones. En el caso del
ELU por agotamiento frente a tensiones normales se opta, como veremos después, por
diagramas mas sencillos, reduciendo su rango de aplicacién en aras de conseguir mayor
simplicidad. En la figura 3.6 se han esquematizado los distintos modelos tension-
deformacion para el hormigon, que se desarrollaran a continuacion.

Diagramas tensién-deformacion
para el hormigon

v_ v
Modelos Modelos bidimensionales
unidimensionales y tridimensionales
|
v v
4 \
[ Definidos a corto plazo ] Definidos en rotura
& J
I
4 I
Aproximaciones Diagramas - Rectangular
lineales parabdlicos - Parabola-rectangulo
- Bilineal
- otros
\ J

Figura 3.6. Distintos diagramas tension-deformacién para el hormigon.

3.3.1 Diagramas para el calculo estructural

Modelo tensién-deformacion lineal: deformacion eléstica

Siguiendo la clasificaciéon de la Figura 3.6, este modelo corresponde a una
aproximacion lineal del comportamiento unidimensional. Este comportamiento
corresponde a probetas cilindricas de 15x30 ensayadas a compresion en un corto plazo
de tiempo: pocos minutos.
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Siempre que las tensiones no superen un determinado nivel se puede considerar
que el hormigon deforma linealmente. La hipo6tesis mas empleada en el calculo de
estructuras de hormigén es la de comportamiento lineal del material, esto es, se
considera que el mddulo de deformacion longitudinal del hormigdn es constante.

Segun el EC2, el mddulo de deformacién longitudinal o médulo de elasticidad
para un hormigon de 28 dias se puede aproximar por E., (pendiente de la secante entre
0.=0y 0,=0.4f,). Para &ridos de cuarcita el EC2 propone la siguiente expresion:

f 0.3
E,. =22000[ <~ | MPa (3.4)
10

donde f., se introduce en MPa. Esta formulacion es, como ya hemos dicho, para aridos
cuarciticos; para arido calizo y arenisco el valor debe de reducirse en un 10% y 30%
respectivamente. En el caso de basalto el valor debe de incrementarse en un 20%.

Ademas el EC2 propone que la variacion en el tiempo de Eg, puede ser
estimada como:

0.3
Ecm (t) = (fc%nﬁj Ecm (3-5)

cm

donde t es la edad del hormigén, tomando como origen el instante en que el hormigdn
se vierte en el encofrado.

La norma espafiola EHE propone dos valores del médulo de deformacion
longitudinal: E., y E.

Ecm es el mddulo de deformacion longitudinal secante a 28 dias. Este mddulo
corresponde a la pendiente de la recta secante a la curva real tension-deformacion. Su
valor es:

E., =8500 3/f,, MPa (3.6)

m

La expresién anterior sélo es valida siempre y cuando las tensiones, en condiciones de
servicio, no sobrepasen 0,40f,.

La EHE define ademas un modulo para cargas instantaneas o rapidamente
variables, E; 0 médulo de deformacion longitudinal inicial del hormigén a los 28 dias
(pendiente de la tangente en origen de la curva real tensidon-deformacién). Su valor
viene dado por:

E, =10000 3/f,, MPa (37)

m
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Como ya se ha comentado, el valor de f.,, a 28 dias se puede aproximar por
f«+8 MPa. La norma EHE propone ademas un factor de correccién a aplicar a E¢, y E.
en funcién del tipo de arido usado: «. La EHE también considera el hecho de que el
hormigén pueda tener una edad distinta de 28 dias, para ello utiliza la misma expresion
del EC2: ecuacion 3.5.

Ambos médulos E,, y E, son para cargas de corta duracion y no tienen en

cuenta que cuando las cargas son de larga duracion se produce una variacion en el valor
del médulo de elasticidad (fluencia), tal y como se estudiard mas adelante.

Modelo tension-deformacion no lineal

Para calculos no lineales, el EC2 y la EHE proponen un modelo tension-
deformacion parabdlico definido a corto plazo (ver esquema de la figura 3.6). Este
modelo se representa en la figura 3.7.2

0.4 f,

'
'
'
1 1
o '
'
'
'
C

€c1 €cut €

Figura 3.7. Diagrama tensién-deformacion propuesto por el EC2 y la EHE para
calculo estructural no lineal con cargas instantaneas

El diagrama de la figura 3.7, que so6lo se puede emplear para cargas de corta
duracion, corresponde a la siguiente formulacion:

® Se utiliza nomenclatura del EC2, que varia ligeramente respecto de la EHE.
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_ kp-7n?
© 1+ (k-2)n

— gc
n= A ) (3.8)

s
cm

£, =0.0007(f, )"*" <0.0028

fon pAra e, <&y,

k =1.05E,,

—h

siendo:
o tension del hormigon para un valor dado de e,
& deformacion del hormigén
€1 deformacion del hormigén para la tensién maxima

Eul deformacion maxima del hormigén

0.0035 si f, <50 MPa
98 —f_
100

& =

4
et 0.0028+0.027( j si f, >50 MPa

El diagrama tensién-deformacion de la figura 3.7 se emplea poco en la practica
debido a la dificultad que conlleva el hecho de que el mddulo de deformacion
longitudinal (pendiente de la curva) dependa del nivel de tension.

El modelo correspondiente a la figura 3.7 (ecuacion 3.8) considera la
existencia de tensién so6lo en una direccion, lo que corresponde al ensayo en probeta
cilindrica. En el caso de que existan tensiones en dos o en tres direcciones existen
modelos mas sofisticados para representar el comportamiento del hormigén, alguno de
ellos queda recogido en el Cédigo Modelo CEB-FIP (1990). Esta consideracion viene
recogida en el esquema de la figura 3.6 en lo que se han denominado modelos
bidimensionales y tridimensionales.

3.3.2. Resistencia de calculo en el hormigén

Cuando se procede a disefiar y armar una seccion de hormigdn es necesario
aplicar un coeficiente de seguridad a la resistencia del hormigén. Puesto que la
resistencia caracteristica se define para hormigones bajo cargas instantaneas, se hace
necesario adoptar coeficientes que aseguren que el hormigbn no experimentara
fenémenos de cansancio. Por este motivo, en el disefio se emplea la resistencia de
calculo (o disefio) del hormigén a compresion, f.g, que el Eurocédigo 2 define como:
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foa = e fc_k (3.9)
C
donde:
Ve coeficiente parcial de seguridad del hormigén (tabla 2.1)
Occ coeficiente que considera los efectos negativos de la duracién de la

carga (cansancio) y de la forma de aplicar la carga. Tradicionalmente
se ha adoptado un valor de de 0.85.

La norma espafiola EHE desarrolla el caso de que a,=1, aunque permite
valores entre 0,85y 1.00 * .

La resistencia de calculo (o disefio) del hormigdn a traccidn, f.q4, el EC2 la
define como:

fctk,0.05

Ve

fctd = U (3. 10)

donde a; es un coeficiente que tiene en cuenta los efectos negativos de la duracion de la
carga y de la forma de aplicar ésta sobre la resistencia a traccién del hormigon.

3.3.3. Diagramas para el disefio en rotura de secciones

Como se puede deducir de la figura 3.7, la obtencion de un modelo tension-
deformacion es complejo y las normas actuales s6lo lo proponen para cargas
instantaneas. Estos modelos no son suficientes dado que es necesario dimensionar las
estructuras para combinaciones de cargas de corta y larga duracién. La dilatada
investigacién sobre el tema ha demostrado que se pueden emplear modelos tensién-
deformacion sencillos que predigan, con un aceptable margen de error, la resistencia
Gltima del hormigdn. Los modelos mas empleados son: el rectangular y el parabola-
rectdngulo. El rango de aplicacion de estos modelos se reduce al célculo de la
resistencia Ultima (rotura) de secciones de hormigén. Estos modelos corresponden a los
modelos unidimensionales “definidos en rotura” del esquema de la figura 3.6. Conviene
sefialar aqui que estos modelos suponen nula la resistencia del hormigén a traccion.

El diagrama parabola rectangulo, representado en la figura 3.8, consiste en una
parabola que nace en el origen y llega con pendiente horizontal al punto de deformacion
£co €ON tension fey (0 bien fy si se trata de resistencia caracteristica). En el EC2 &, toma
el valor constante de 2%o0 siempre que la calidad del hormigon verifique que fy es
menor de 50 MPa (ecuacion 3.12). El resto del diagrama es una linea horizontal que une
el punto de deformacidn de &, con el punto de deformacion maxima (e...). El diagrama
parabola-rectangulo para valores de calculo viene dado por la expresion:

* Los autores de este libro, por coherencia con la tradicion y con lo establecido en otras
normas como la ACI-318-05 recomendamos utilizar a. =0.85.
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n
&,
fgll-|1-— ara 0<g, <g
o, =4 [ «%z) P ¢~ Tez (3.11)
feq para &., <&, < &y
donde
2 si f,, <50MPa
n = 90—t \' .
1.4+23.4 ——% si fy >50 MPa
100
) 2.0 si f, <50MPa
£e2(%0) = _ (312)
o200 2.0+0.085(f, —50)"* si f, >50 MPa
3.5 si f,, <50MPa
£cu2(%0) = 90 -f, \' .
cu2(J%o 2.6+35[T0°"j si f, >50 MPa

g2 Y a2 SE representan en la figura 3.8.

En el caso de una seccidn transversal sometida a compresion simple (momento
flector nulo) la deformaciéon méxima del hormigén se limita a ¢, (tanto por la EHE
como por el EC2). Si en la seccion hay alguna fibra traccionada el limite de la
deformacion es ¢.,. El origen de esta diferenciacion esta en el hecho de que en flexion
unas fibras estdn mas deformadas que otras y se produce una colaboracién entre ellas
que permite mayores deformaciones de rotura. Varios autores han obtenido

experimentalmente deformaciones superiores al 4%o en flexion.

Otras normas como la americana ACI-318 o la suiza SIA-162 plantean una
deformacion maxima del hormigdn a compresién Unica del 3%o, no estableciendo

diferencias entre compresion simple y flexion.

57
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Figura 3.8. Diagrama Parébola-rectangulo del EC-2.

El diagrama rectangular es el diagrama mas extendido en rotura. En el EC2, el
diagrama rectangular corresponde a un valor constante de la tension de valor nfy
(resistencia efectiva) en una profundidad efectiva comprimida de valor Ax (siempre que
Ax <h, si Ax > h la profundidad efectiva vale h, ver figura 3.10) donde x es la distancia
de la fibra mas comprimida a la fibra neutra (profundidad de la fibra neutra) y h es el
canto de la seccion. Los valores de 1y 7 necesarios para definir el diagrama rectangular
propuesto por EC2 son:

1.0 si f, <50 MPa
n= fo =50 .
1.0- "% & 50<f, <90 MPa (3.13)
0.8 si f, <50 MPa
= — . 14
4=108-T =50 50, <90 MPa (3.14)
400

En el caso de que el ancho de la seccidn transversal disminuya en la direccion
de la fibra mas comprimida (lo contrario de lo que sucede en la figura 3.10) el valor de
nf.s debe de reducirse en un 10%.

De la ecuacion 3.14 se desprende que el EC2 hace depender la profundidad
efectiva (1x) de la resistencia del hormigoén (fe), tal y como se puede ver en la figura
3.9. Esta variacion del pardmetro A se debe a que el comportamiento del hormigdn es
mas lineal (menos parabolico) cuanto mayor es su resistencia. La resultante de la zona
comprimida en una distribucion de tensiones lineal es menor que en una distribucion
parabdlica por lo que el valor de A del diagrama rectangular equivalente debe disminuir.
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AN \ Diagrama rectangular equivalente
) / Distribucion de tensiones real
A

0.80

0.70

> fex (MPa)

>

50 90
Figura 3.9 Valores de A segun el Eurocédigo 2.
En la figura 3.10 se ha representado la distribucion de tensiones en la zona

comprimida del hormigon obtenida a partir del diagrama pardbola-rectangulo y del
diagrama rectangular.

€cu2 o} €cu3 fcd n fea
X zona €20 €g3 / < > @\x
comprimida /\ < « v
hl v\ _ WV _._. _. = _ _I'— _
Deformaciones 1 €nsiones Tensiones
Diagrama Diagrama

parabola-rectangulo  rectangular

Figura 3.10. Diagramas de tensiones normales en la zona comprimida segin
los diagramas parabola-rectangulo y rectangular.

La deformacién méaxima del hormigén en flexo-compresion si se emplea el
diagrama rectangular es &3 y la deformacion méxima en compresion pura es &.. Estos
valores se definen a continuacion:

1.75 si f, <50 MPa
o/ \ _
€c3(40) = l.75+0.55(f0k4050j si B0 <f, <90 MPa

ck —
(3.15)
3.5 si f, <50 MPa

ck —

0/ ) — - *
eus (o) 2.6+35(9300f°"j si 50 <f, <90 MPa

El diagrama bilineal consiste en una linea recta que une el origen con el punto
de deformacion e, Yy a partir de ese instante es una linea recta horizontal hasta el punto
de deformacion gg.
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3.4. FLUENCIA

En la figura 3.5 se puede observar que la deformacion obtenida al aplicar una
tension o es diferente segin cual sea el tiempo de aplicacion de la carga. La
deformacion en el instante inicial es e pero basta con dejar pasar varios dias
(manteniendo la tension o7) para obtener otra deformacion diferente: €. Consideremos
la figura 3.11 extraida de la figura 3.5. Una vez en el punto (o3, €) se puede: bien
mantener la tensién o7 0 bien mantener la deformacion €. Si mantenemos la tension oy
pasados unos dias la deformacién habra aumentado hasta ¢y, a ese proceso se le conoce
como fluencia. Si se mantiene la deformacion e pasados unos dias la tension
disminuira hasta un valor ¢4, a este proceso se le conoce como relajacion.

Oc

Unos segundos

Varios dias

Fluencia

Relajacién

€1 €1 €c

Figura 3.11. Fluencia y relajacion

La fluencia se define como la deformacion adicional obtenida como
consecuencia de aplicar una carga y mantenerla en el tiempo. Estudiemos con detalle la
figura 3.12: cuando se aplica una carga constante a una probeta de hormigén de 28 dias
de edad (punto A) se obtiene una deformacion instantanea: AB. Segun avanza el
tiempo, si se mantiene la carga, se observa que la deformacion sigue creciendo. Esa
deformacion adicional es la fluencia. En un instante cualquiera C (p.ej. a los 7 meses)
se puede optar por continuar con la carga (linea de trazo continuo) o por retirarla (linea
de trazo discontinuo). Si se elige la segunda opcidn y se retira la carga en el punto C se
produce una recuperacion instantdnea: CD y, con el tiempo, se produce una
recuperacion diferida: DE. Al final podemos ver que hay una deformacion que no se
recupera: EF.
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Deformacion (bajo carga constante)
periodo sin carga
[
C
1
1
Recuperacion 1
instantanea I Fin de carga
Y
D
Fluencia Recuperaciénjr‘
v diferida v N o -
Bl—)—— —
A E
Deformacién no
Deformacion instantanea recuperada
F
Al | | | | | | Yy i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 (meses)

Figura 3.12. Ensayo de fluencia. Tipos de deformaciones

A la diferencia entre la deformacién instantanea y la recuperacién instantanea
(AB-CD) se le denomina deformacion remanente. La deformacién remanente aparece
s6lo cuando se carga por primera vez el hormigon (carga noval) y depende del valor de
la tension aplicada. Para nuevas, cargas por debajo de la carga noval, el diagrama
tension-deformacion es mas lineal, tal y como se representa en la figura 3.13.

Oc

> |€ Deformacion

remanente

I//descarga
/

1
| »

€cu €c

Figura 3.13. Deformacion remanente y carga noval

La fluencia del hormigén depende de varios factores, siendo los mas
importantes: la humedad del ambiente, las dimensiones del elemento y la composicion
del hormigén. En la fluencia también influye la edad del hormig6n a la que se aplica la
carga por primera vez y la duracion de ésta. Las normas EHE y el EC2 plantean
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formulaciones similares para calcular la fluencia. La formulacién adoptada por el EC2
es valida siempre que la tensién aplicada sea menor de 0.45fy(to). La deformacion se
mide en el instante t y la carga se aplica en el instante to, todo en valores absolutos del
tiempo®, tomando como origen el momento en que el hormigén ha sido puesto en obra.
Asi pues, la deformacion dependiente de la tension: deformacion instantanea mas
deformacion diferida se puede calcular como:

o(ty) n (t, ) o(t,)

e (t,t,))=
CU( O) Ecm (to) (0 105Ecm

(3.15)

donde el primer sumando es la deformacion instantanea y el segundo la fluencia. El
coeficiente ¢ es el coeficiente de fluencia. E¢y ¥ Ecm(ty) han sido definidos en las
ecuaciones 3.4y 3.5.

El coeficiente de fluencia ¢ (t,t;) se calcula a partir de la expresion:

o(t,t,) = @ B, (t,t,) (3.16)

donde:

(00 = ¢HRﬂ(fcm )IB(tO)

14 1=HR/100 f _<35MPa
0.13/h,
P T 1_HR/100 .
14— =y la, si .. >35MPa
0.13/h,
ﬂ(fcm):lefs—'8 : f_ en MPa
1
0 P
ﬂ(O) 0-1+t(()).20

HR es la humedad relativa del ambiente en %, ¢, es el coeficiente basico de fluencia,
our €s el coeficiente de influencia de la humedad relativa, B(f.m) es el factor que tiene en
cuenta el efecto de la resistencia del hormigén y f(ty) es el coeficiente que tiene en
cuenta la edad del hormigén cuando se aplica la carga. El valor hg es el tamafio teérico

® En todas las expresiones de la normativa, el factor tiempo se mide en dias y el origen
de tiempos corresponde al momento en el que se coloca el hormigén en el encofrado.
Por tanto, no se pueden considerar intervalos de tiempo. En la formulaciéon t son los
dias transcurridos desde que se vierte el hormigoén hasta el instante de la evaluacion y ty
son los dias que transcurren desde que se vierte el hormigén hasta que se aplica la carga.
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en milimetros (hy=2A/u) donde A, es el area de la seccion transversal del elemento y u
el perimetro en contacto con la atmosfera.

B(t,to) es el coeficiente que describe la evolucidn de la fluencia en el tiempo
después de la carga:

t-t, |7
B.(t.ty) = {IBHJF—,[_,[J

Bn es un coeficiente que depende de la humedad relativa y del tamafio tedrico:

Bn =15|1+(0.012 HR)*® | hy +250 <1500 para fg, <35MPa
By =15[1+(0.012HR)® | hy + 2503 <15003 para fgy >35MPa

2,3 Son coeficientes para tener en cuenta la influencia de la resistencia del hormigon:

0.7 0.2 0.5
. { 35 } . { 35 } . { 35 }
fcm fcm fcm
El EC2 propone ademas dos factores adicionales de correccion de la fluencia:
uno por el efecto del curado a una temperatura distinta de 20°C y otro por el efecto del
tipo de cemento. Ambas correcciones se realizan variando el tiempo. Por efecto de la

temperatura se varia la edad del hormigon cuando se mide la deformacién: t. Por efecto
del tipo de cemento se varia la edad en el momento de aplicacion de la carga: t,.

1. Por efecto de las temperaturas:

n 13.65—#
tr=>e AL A, (3.17)
i=1
donde:
ty edad del hormigon ajustada por efecto de las temperaturas, esta edad

reemplaza a t en las ecuaciones correspondientes.
T(4t) temperatura en °C durante el periodo de tiempo At;
At; numero de dias en los que se mantiene la temperatura T

2. Segun el tipo de cemento se tomara t; como:

9 a
to =t,;|1+———| =05 3.18
: { 2+t3;4 19
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donde:
tor edad del hormigén en dias, cuando la carga es aplicada, ajustada por el
efecto de las temperaturas
a exponente del tipo de cemento (-1 para cementos de fraguado lento, 0

para cementos de fraguado normal o rapido y 1 para cementos de
fraguado répido y de alta resistencia)

En el caso de que la tension supere 0.45f(ty) el EC2 propone una expresion
exponencial para la fluencia a tiempo infinito:

@ (0,ty) = p(o,1,) exp 1.5( e —0.45} (3.19)
fcm(to)

Si se puede admitir que las tensiones en el hormigén varian poco y que se
aplican a los 28 dias, se puede deducir un modulo de deformacién longitudinal efectivo,
Ecer, deducible de la ecuacion 3.15, a partir del cual es posible calcular las
deformaciones para cargas de largas duracién.

Ecm

E.({t)="T""—
c,ef ( O) 1+ gp(t,to)

(3.20)

3.5. RETRACCION

Como veiamos al comienzo del capitulo, es necesario amasar el hormigén con
exceso de agua. Este exceso de agua, que se afiade a la masa de hormigon para que sea
manejable durante el hormigonado, no formard parte de la estructura cristalina del
hormigdn endurecido y saldra al exterior, a menos que se mantenga el ambiente en un
100% de humedad. Durante ese proceso, denominado retraccion, el hormigdn pierde
humedad y retrae.

Si el hormigon esté sumergido en agua experimentara lo que se denomina
entumecimiento e incrementara de volumen.

La deformacién por retraccion se puede descomponer en dos: deformacion por
retraccién de secado y deformacion por retraccion autogenerada. La retraccion de
secado se desarrolla lentamente, puesto que es debido a la migracion del agua a través
del hormigon endurecido. La retraccién autogenerada se produce durante el
endurecimiento del hormigdn y por ello se desarrolla en su mayor parte en los dias
posteriores al hormigonado. La retraccién autogenerada es una funcion lineal de la
resistencia del hormigén y tiene una importancia especial cuando un hormigén nuevo se
vierte sobre un hormigdn endurecido. Los valores de la retraccion total (retraccion de
secado mas retraccion autogenerada) se pueden tomar como:

gcs = gcd + gca (3-21)
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donde:
&cs es la deformacion unitaria total por retraccion
(s del inglés shrinkage: retraccion)
Ecd es la deformacién unitaria por retraccion de secado (d de dry)
Eea es la deformacién unitaria por retraccion autogenerada

(a de autogenous)

El valor final de la deformacion unitaria de secado €S &qq..=Kn &ca0. El Valor de eeqp S€
obtiene de la tabla 3.1 (que corresponde a valores medios, pudiéndose presentar una
variacion del orden de un 30%) °.

Tabla 3.1. Valor nominal de la retraccion de secado libre e (en %o). Para
hormigones de fraguado normal o réapido.

fox Humedad relativa (en %)
(MPa) | 20 40 60 80 90 | 100
20 0.62 | 0.58 | 0.49 | 0.30 | 0.17
40 0.48 | 0.46 | 0.38 | 0.24 | 0.13
60 0.38 | 0.36 | 0.30 | 0.19 | 0.10
80 0.30 | 0.28 | 0.24 | 0.15 | 0.08
90 0.27 | 0.25 | 0.21 | 0.13 | 0.07

[ellellolle}le]

El valor de la deformacién unitaria de secado en funcién del tiempo viene dado
por la expresion:

£ (1) = By (L) K, "Ced 0

® El EC2 plantea también una formulacién para el célculo de &0, que considera
distintos tipos de cemento.

edo = 0-85{(220 + 110'adsl)exp(_ Qs fc_mj:|106 Pru

10
3
HR
=1.55(1-| —
i )

donde HR es la humedad relativa en %, ags Y ags2 SON coeficientes que dependen del
tipo de cemento:

Tipos de cemento Qds1 | Ods2 |
Fraguado lento 3 |0.13
Fraguado normal o rapido 4 |0.12
Fraguado rapido y alta resistencia | 6 | 0.11
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donde:

K es un coeficiente que depende del tamafio tedrico (ho) y que se recoge
en la tabla 3.2.

Tabla 3.2. Valores de k,

ho K
100 1.0
200 0.85
300 0.75
2500 0.70
t-t
ﬂds (t’ ts ) = >

t —t, +0.04/h3
donde

t edad del hormigén en el instante de evaluacion, en dias,
tomando como origen cuando el hormigén ha sido colocado
en el encofrado o molde.

tg edad del hormigén en el comienzo del entumecimiento o de
la retraccion, en dias, tomando el mismo origen que antes. La
fase de retraccion comienza al final de la fase de curado.

ho es el tamafo tedrico en milimetros de la seccién transversal
(ho=2A./u), donde A. es el area de la seccidn transversal del
elemento y u el perimetro en contacto con la atmésfera.

La deformacion unitaria de retraccion autogenerada se calcula a partir de la
expresion:

€ca (t) = ﬂas (t)'gca (Oo)
&,,(0) =2.5(f, —10)10°°
Bos(t) =1—exp(-0.2+/t)

donde t esta expresado en dias.
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Ejemplo de fluencia y retraccion

Consideremos una probeta de 20x20x40 cm fabricada con hormigén HA-35
sobre la que actla una carga de 500 kN colocada a los 28 dias. El valor de la carga pasa
de 500 kN a 300 kN, a los 100 dias. La humedad ambiental es del 70%. La probeta ha
sido curada al vapor durante un dia. Calcular la retraccion, la deformacion inicial y la
deformacién a los 100 dias y a los 2 afios.

220 cm

40 cm

Figura 3.14. Probeta sometida a compresion

El diagrama de acciones en funcion del tiempo es:

kN

500 |

300

. . dias
28 50 100 730

Para el calculo de la retraccién basta con aplicar la expresién 3.21 extraida del
EC2:

&

s = Ecqg TE

cd ca

El tamafio tedrico hy toma el valor de 100 mm, los valores de t que vamos a
considerar son t=50, 100 y 730 dias y t vale 1.



PROPIEDADES DE LOS MATERIALES 68

El resultando de la retraccién se resume en la tabla inferior, en la que se ha
diferenciado entre retraccion seca y autogenerada:

Tiempo t (dias) | 50 100 730

£cd (%o) 0.19 | 0.24 | 0.32
£ca (%o) 0.047 | 0.054 | 0.062
£cs (%0) 0.24 | 0.30 | 0.38

La deformacidén instantanea se calcula a partir del mddulo de deformacion
longitudinal mediante aproximacion lineal. Puesto que la carga se aplica a los 28 dias:
Ecm(to)=Ecn=34077 N/mm? y 0(28 dias)=12.5 N/mm? (menor que 0.45f.,). Por tanto, la
deformacion instantanea es o /E¢n=-0.0003668 Y la probeta encogera 0.15 mm.

AL =% | = 12.5

= 400 = 0.15mm
E 34077

cm

A los 100 dias hay que considerar dos situaciones: antes y después de reducir la
carga. Antes de reducir la carga, tenemos la deformacion inicial a los 28 dias més la
fluencia que ésta haya producido. La carga comenzd a actuar a los 28 dias: t,=28 dias.
Aplicando las férmulas correspondientes (ecuaciones 3.15 y 3.16) se obtiene el valor
del coeficiente de fluencia ¢ =1.08.

t t .
o) ot,t,)—28) — _0.000368 - 1.08— 2> ___ _0.00074
E.n () 1.05E,, 1.05-34077

gw(tvto) =

Lo que provoca una disminucion de longitud en la probeta de 0.30 mm.

A partir de este momento se reduce la carga, pasando de 500 a 300 kN. Puesto
que hay una disminucién de tensién de 5 N/mm? se produce un alargamiento que se
puede obtener a partir del mddulo de deformacion longitudinal para el hormigén con
100 dias Ey,(100), calculado a partir de las ecuaciones 3.3 y 3.5: E.,(100)=35302 MPa.
Para este caso la deformacion instantanea es o /E»(100)=0.00014 y la probeta alargara
0.056 mm.

L= % |- > 400=0.056mm

T E_(100) 35302

¢Qué pasara a los dos afios?. Aplicaremos el principio de superposicién de la
siguiente forma: la fluencia de la carga de 500 kN se considera hasta los 2 afios y la
fluencia de la carga de 200 kN de traccion se considera desde los 100 dias hasta los 2
afios. El efecto total sera la suma de ambos.
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Para la carga de 500 kN el coeficiente de fluencia vale ¢=1.64;. Para la
segunda carga el coeficiente de fluencia es ¢=1.27. Las correspondientes deformaciones
son las siguientes:

e, (730;28) = o) olt.t,) olt) __125 ,6, 125 _ ;60004
E..(t) 1.05E,, 34077 1.05-34077
6. (730200) = 20)_ i )—Cl) 5 457 5 500032
E..(t,) 1.05E_, 35302 1.05-34077

La deformacién total a los 730 dias sera de -0.00062, o sea, la probeta habra
encogido 0.248 mm, que sumados a la retraccidn, supone un acortamiento total de 0.4
mm a los 730 dias.

La deformacién tensional (instantanea + fluencia) se ha representado en la
figura 3.15.

mm
04
03} —
0.2 H
0.1H
dias
| 1 1 1 1 1 1 1
50 100 700

Figura 3.15. Deformacidn tensional

3.6. OTRAS PROPIEDADES DEL HORMIGON
El hormigdn presenta otras caracteristicas mecanicas que es necesario resaltar.
Densidad

La densidad aproximada del hormigén es de 2300 kg/m* para hormigén en
masa y de 2500 kg/m® para hormigén armado y pretensado.

Existen hormigones ligeros fabricados con productos como la piedra pémez o
la escoria expandida de alto horno. Sus densidades van desde 1300 a 2000 kg/m®. La
resistencia caracteristica de estos hormigones es muy variable dependiendo del producto
empleado y oscila entre 1 y 50 N/mm?. Su médulo de elasticidad est4 comprendido entre
un 50 a un 70% de los hormigones normales y la fluencia y retraccion son mayores que
en los hormigones normales.

El coeficiente de Poisson del hormigon no fisurado es de 0.2 y 0 para el
hormigdn fisurado.
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El coeficiente lineal de dilatacion térmica, que mide el aumento de volumen
experimentado por el hormigén cuando incrementa su temperatura, es igual a 10 °C™.
Por tanto, la deformacién por dilatacion térmica del hormigon es:

g,y =107 AT (3.22)
donde AT viene expresado en grados centigrados.

Para tener en cuenta el comportamiento del hormigon a grandes temperaturas,
se puede suponer que hasta los 400°C el mddulo de deformacion longitudinal disminuye
pero no pierde resistencia dltima f.. A 600 °C ha perdido un tercio de su resistencia
Gltima y a 800°C solo le queda un sexto de la resistencia inicial.

Confinamiento del hormigén

Una aplicacion muy interesante en construccién, que permite entender el
comportamiento del hormigon estructural, es el efecto del confinamiento del hormigén.
El hormigon tiene la capacidad de incrementar su carga a compresion si se le somete a
una presion lateral de confinamiento, ver figura 3.16. La resistencia Gltima a
compresion del hormigén confinado responde a la conocida expresion experimental
obtenida en Illinois en los afios 20 del siglo XX:

fck,conf = fck + 4'1O-conf (3.23)

O¢

fck‘coni

fck,conf

Gconf

\ConﬁnadO, Fconf,2 Gconf,2>Cconf,1

Confinado, cconf,1

No confinado

€c

Y

Figura 3.16. Efectos del confinamiento sobre el diagrama tensidn-deformacion



HORMIGON ESTRUCTURAL 71
Hernandez-Gil

La formula anterior no es de aplicacion inmediata puesto que el confinamiento
en hormigon generalmente lo produce la armadura y ésta se encuentra en posiciones
localizadas y no en un continuo. En las piezas de hormigon la armadura transversal,
compuesta por cercos o espirales, es la que proporciona el confinamiento ayudada por la
armadura longitudinal. Por tanto, la tension de confinamiento dependera de: la cuantia

de armadura, la posicion del hormigén y de la carga axial.

En la figura 3.17 se representa la seccidn transversal de un pilar circular con
cercos separados una distancia s. En esta figura se aprecia la zona del centro de la
seccidn que esta eficazmente confinada asi como la zona exterior y la zona de
confinamiento no eficaz.

Se han desarrollado varios modelos para el hormigén confinado con resultados
cercanos a la experimentacion. Entre ellos cabe citar los modelos de hormigon de Kent-
Park (Park et al. 1982) de San Diego, validos tanto para hormigdn confinado como para
hormigén no confinado. Como se puede apreciar en la figura 3.17 estos modelos
suponen la existencia de una serie de arcos internos apoyados en la armadura transversal
(arcos de descarga) que permiten el confinamiento. Se ha incluido un anejo a este
capitulo donde se desarrolla uno de los modelos mas extendidos de hormigdn
confinado: el modelo de Mander-Richart.

Centro eficazmente Hormigon exterior

confinado
Aé[\ ' 4\ A
s'/4
SECCION B-B
B ¢ ; 4 ; /L B
Hormigén E 5_@5 $S
confinado S L
no ineficaz — . "~ Hormigon exterior
V
ds-s'/2
A
ds
<>
SECCION A-A

Figura 3.17. Modelo de hormigdn confinado para pilares circulares
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3.7. ARMADURA PASIVA

En la mayoria de elementos estructurales como vigas, laminas, etc. hay zonas
que se encuentran a traccion. EI hormigén por si solo es un material que tiene una baja
resistencia a traccion. Para solucionar este problema se introducen en la masa de
hormigén barras de acero que resisten la traccion que el hormigdn no puede soportar. Si
las barras son colocadas sin tension se les denomina armadura pasiva. También se
puede introducir armadura pasiva en zonas comprimidas, en este caso la armadura
trabaja junto con el hormigén a compresion.

Existe la posibilidad de colocar armadura tensada, que transmite su tension a la
masa de hormigdn, denomindndose en ese caso armadura activa. La armadura activa
altera las zonas de traccion o compresion que se presentarian si dicha armadura no
existiese, ver figuras 1.3 y 1.4. Otros materiales como fibras de vidrio, lafias de acero,
fibras de carbono, etc. pueden emplearse para mejorar la resistencia a traccion del
hormigan, si bien su empleo es poco coman.

Como ya hemos comentado, la funcién de la armadura pasiva es la de absorber
las tracciones que el hormigdn no puede. Para garantizar su funcionalidad, la barra que
trabaja en traccion debe de estar anclada en zonas en las que no se requiera su
colaboracion, a ser posible en zonas comprimidas.

Con objeto de mejorar la adherencia entre el acero y el hormigon, la armadura
pasiva se presenta generalmente corrugada (figura 3.18). La armadura pasiva se puede
presentar como: barras corrugadas, mallas electrosoldadas o armaduras basicas
electrosoldadas en celosia.

Los diametros nominales’ bajo los que se presentan las barras corrugadas son:
6-8-10-12-14-16-20-25-32 y 40 mm.

Las mallas electrosoldadas tienen los siguientes diametros nominales: 5 - 5.5 —
6-65-7-75-8-85-9-95-10-105-11-115-12 y 14 mm

Las armaduras basicas electrosoldadas en celosia, tanto lisas como corrugadas,
tienen los siguientes didmetros nominales: 5-6-7-8-9-10y 12 mm.

" Se denomina area nominal a la obtenida mediante el didmetro nominal. Y se denomina
area equivalente a la obtenida de considerar una barra lisa ideal con el mismo peso por
unidad de longitud que la barra corrugada correspondiente. Segin la EHE el area
equivalente no sera inferior al 95.5% del area nominal.
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W Tipo B 400 S W TipoB500S
B R — R B B~ B B
-...!‘ x.:'_ ...I- ..:" "._ x.-l \.-_- ) -_I Ilfl, ll,rl; ,|'r-_-r J,n'_,a |".'"
B ) S ) M e T R L U W Lee
W Tipo B 400 §D B Tipo B 500 5D
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Figura 3.18. Armaduras segun la EHE.

Tipo B 400 S:

Todas las corrugas tienen la misma inclinacion, pero presentan separaciones diferentes
en cada uno de los sectores de la barra.

Tipo B 500 S:

Las corrugas de uno de los sectores tienen la misma inclinacion y estan uniformemente
separadas. Las del otro sector estan agrupadas en dos series de la misma separacion pero
distinta inclinacion.

Tipo B 400 SD:

Todas las corrugas tienen la misma separacion y la misma inclinacion

Tipo B 500 SD:

Las corrugas estan agrupadas en dos series de la misma separacion pero distinta
inclinacidn, igual en ambos sectores.

El acero de las barras corrugadas se designa con la letra B seguido de su limite
elastico f, (correspondiente a una deformacion remanente del 0.2%) y de la letra S si es
soldable o de las letras SD si tiene especiales caracteristicas de ductilidad. Estos ltimos
aceros, los terminados en SD, son para zonas sismicas. En la figura 3.17 y en la Tabla
3.3 podemos ver los distintos tipos de aceros de barras corrugadas considerados por la
EHE.

Tabla 3.3. Tipos de acero

Designacion Clase de Limite Carga unitaria  Alargamiento Relacion

acero elastico f¥ de roturafsen enroturaen fs/fy en

en N/mm N/mm? % sobre base ensayo Eméx
de 5
> > diametros
>

B 400 S Soldable 400 440 14 >1.05
B 500 S Soldable 500 550 12 >1.05
B 400 SD Soldable con 400 480 20 >1.20 =9%

caracteristicas

de ductilidad
B 500 SD Soldable con 500 600 <1.35

caracteristicas
especiales de
ductilidad
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El acero de las mallas electrosoldadas se desigha por B500T. Estas mallas
estan constituidas por barras corrugadas soldadas formando cuadriculas Este tipo de
armadura es muy interesante por su facil colocacion en obra.

Para el célculo de elementos de hormigdn se puede emplear el diagrama
tension-deformacion del acero de armaduras pasivas obtenido a partir de datos
experimentales (siempre que los ensayos cumplan con las caracteristicas exigidas por la
normativa vigente) o bien el diagrama representado en la figura 3.19 (extraido del EC2).
El diagrama representado en la figura 3.19 es valido en compresion y en traccion. En
dicho diagrama fy es el limite elastico o tension de cedencia, k es la relacion entre la
tension maxima y el limite elastico (su valor esta comprendido entre 1.05 y 1.35, segin
el EC2), ¢y es la deformacion correspondiente a la tensién méaxima y para ¢,4 la EHE
adopta el valor de 0.01 permitiendo Ilegar a 0.02 para aceros del tipo SD. En el caso de
adoptar como diagrama de disefio el correspondiente a la linea superior horizontal el
EC2 (al igual que la ACI-318) no limita la deformacion del acero.

A

Ts
Diagrama caracteristico
kfyk ———————————————————————————— == kfyk

—_—— - 1
- |

fyk  frmmmm- -~ — = 1 kiydYs
I - |
)

fyd = fyk/ Ys [----- A , >

1
1
]

Diagrama de disefio

\\ES = 200000 N/mm?

fyd/Es €ud €uk

Figura 3.19. Diagrama caracteristico y de calculo tensién-deformacion para
acero de armar

El valor f, es el limite elastico o limite elastico caracteristico y f,q es la
resistencia de calculo del acero (fys= fyd %).

El acero de la armadura pasiva (EHE y EC2) tiene un médulo de elasticidad o
médulo de deformacion longitudinal de valor E;<=200000 MPa, la densidad es de 7850
kg/m®y el coeficiente lineal de dilatacién térmica es de 10°°C™* .8

8 El hecho de que el hormigén y el acero tengan el mismo coeficiente de dilatacion
térmica es una condicién sin la cual no serian compatibles.
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3.8. ANCLAIJE

Como se ha adelantado anteriormente, las barras de armadura pasiva deben
estar ancladas en el hormigén en zonas alejadas de donde se requiera su colaboracion a
traccion, permitiendo asi transmitir las tensiones a la masa de hormigén. Al menos estas
barras deberan estar ancladas en los extremos para llevar hasta ellos las tracciones. Una
parte esencial en el funcionamiento del anclaje es la adherencia entre la armadura pasiva
y el hormigén.

Como ya vimos en capitulo |, la adherencia barra-hormigdn se consigue por
tres mecanismos: reaccién quimica en la interfase hormigdn-acero, retraccion del
hormigén y corrugas. Afios atrds bastaba sélo con los dos primeros procesos para
asegurar la adherencia y por eso se empleaban barras lisas. Debido a la mejor calidad de
los aceros (que pueden resistir mayores tracciones) fue necesario mejorar la adherencia
introduciendo las corrugas.

Si se introduce una barra de acero en un bloque de hormigén y se intenta
extraerla una vez que el hormigdn ha endurecido se puede observar que el esfuerzo de
extraccion (P) es tanto mayor cuanto mas se haya introducido la barra en el hormigén
(figura 3.20a). Ese esfuerzo P tiene un valor limite correspondiente a la resistencia a
traccion de la barra (Pmax=Adf,). A la longitud minima necesaria para que el esfuerzo P
sea igual a Adf, se le denomina longitud de anclaje (figura 3.20).

Longitud de anclaje

e

le—
P '_-_-_'zs::' —p P Longitud de anclaje
» |
<>
> |«
Longitud introducida -«— — — —
| I I — P
Prmax | - « « <«
1 fbd
1
1
|
|
1
]
1
1

»

Longitud introducida

Figura 3.20a. Longitud de anclaje Figura 3.20b. Tension dltima de adherencia

En la longitud de anclaje influyen varios factores: las calidades del acero y del
hormigdn, el tipo de anclaje utilizado y la zona del hormigdn que se esté considerando.

La influencia de las calidades del hormigdén y del acero en la longitud de
anclaje es facil de entender: cuanto mejor sea el hormigdén menor longitud de anclaje
sera necesaria, mientras que cuanto mejor sea el acero mayor habra de ser la longitud de
anclaje.
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Respecto a la influencia de la zona del hormigdn donde se efectla el anclaje es
necesario diferenciar entre zonas de buena adherencia y zonas de adherencia deficiente.
El origen de esta diferenciacion esta en la posibilidad de segregacién durante el proceso
de hormigonado, con la consiguiente influencia en el mecanismo de adherencia. Se
consideran condiciones de buena adherencia si:

- La barra tiene una inclinacién de 45° a 90° con la horizontal. Horizontal
establecida durante el hormigonado.

- En caso de que la barra tenga una inclinacion de 0 a 45° se considera de
buena adherencia si: la pieza tiene menos de 250 mm de espesor en la
direccion del hormigonado, la barra esta en la mitad inferior de la pieza o a
mas de 300 mm de la superficie superior.

Si la barra no se encuentra en posicion de presentar buena adherencia, entonces
se considera que tiene adherencia deficiente.

Los tipos de anclaje son: por prolongacion recta, por patilla, por gancho, por
gancho en U y mediante barra transversal soldada (figura 3.21). Estos tipos de anclaje
estan ideados para trabajar a traccion. Los didmetros interiores de los ganchos y patillas
deben de cumplir unos valores minimos para evitar la degradacion del hormigén y del
acero durante su funcionamiento: 4@ para barras con @<16 mmy 7 @ para @>16 mm,
segln el EC2 (para mayor detalle ver EC2).

=5¢
0 ’ P
T_,. ';b_eq |

90° < o < 150°

a) Longitud basica de anclaje, I, para b) Longitud equivalente para anclaje
cualquier forma medida a lo largo de la tipo patilla
linea media
— ¢ 2069 =5¢
t et
— e e —
Illb.a "lb.g
c¢) Longitud equivalente para d) Longitud equivalente para e) barra transversal
anclaje tipo gancho anclaje tipo gancho en U soldada

Figura 3.21. Tipos de anclajes

La norma EHE plantea dos formas diferentes de calcular la longitud de anclaje.
La primera es idéntica a la del EC2. La segunda forma es un proceso simplificado
donde la longitud bésica de anclaje I, vale: m@® centimetros para zonas de buena
adherencia y 1.4m@? para zonas de adherencia deficiente. EI parametro m depende de la
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resistencia caracteristica f., del hormigén y del tipo de acero (articulo 69 de la EHE-
2007) y @ es el diametro de la barra en centimetros.

El primer enfoque de la EHE en relacién al calculo de la longitud de anclaje es
méas amplio. Cuando se intenta extraer la barra de la masa de hormigén (figura 3.20b) se
produce una tension tangencial en la zona de contacto hormigén-acero. Para P=Py,, y Si
la longitud introducida coincide con la longitud de anclaje, al valor de la tension
tangencial se le denomina tensién ultima de adherencia f,q. Para barras corrugadas el
valor de la tension dltima de adherencia es:

fog =2.25m1m5 foyg (3.24)
donde:
feta viene dado por la expresién 3.10
N es un coeficiente que depende de la zona de adherencia (1.0 si el barra

estd en zona de buena adherencia y 0.7 si es de adherencia deficiente)
N 1.0 si el didmetro de la barra @<32 mmy (132- @)/100 si @>32 mm.

A partir de la ecuacion anterior se obtiene lo que se denomina longitud basica
de anclaje I.

2 fd
7Pl Tog =y n% - 1y :f’f:)d (3.25)

La longitud de anclaje necesaria ( Iy et ) Se calcula a partir de la expresion:

A,
Ib,net = @alb > Ib,min (3.26)
As, prov

donde:

Asreq Y As prov son las armaduras necesaria por calculo y la dispuesta

Iy min es la longitud minima de anclaje, para anclajes en traccion es
el mayor de los valores (0.3 lppet, 0.3 I, y 10 @) y para
anclajes en compresion es el valor mayor de (0.6 Iy e, 0.6 1y y
100 mm).

a, es un coeficiente que depende del tipo de anclaje. En traccion
vale: 1 para prolongacion recta, 0.7 para barras en traccion
ancladas dobladas (si el recubrimiento de hormigon
perpendicular al plano de doblado es al menos 3@ en la zona
del gancho, patilla o anclaje en U). En compresion toma el
valor 1.
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3.9. ARMADURA ACTIVA

Como veiamos al principio del texto, el hormigdn resiste poco a traccion. Para
paliar este problema se colocan barras de acero en las zonas traccionadas del elemento
(armadura pasiva). Otra forma de solucionar el inconveniente de la baja resistencia a
traccion del hormigon consiste en forzar a que todo el hormigdn trabaje a compresion,
lo que se logra introduciendo fuerzas de pretensado (figura 1.3). Las fuerzas de
pretensado se introducen mediante armaduras activas. Estas armaduras se presentan
bajo 3 tipos:

Alambre: Producto de seccion maciza, procedente de un estirado en frio
o trefilado de alambrén que normalmente se suministra en
rollo. Los alambres se suministran en bobinas.

Barra: Producto de seccidbn maciza, se suministra en elementos
rectilineos.
Cordon: Formado por varios alambres arrollados helicoidalmente.

Se denomina tenddn al conjunto de varias armaduras de pretensado paralelas
alojadas dentro de un mismo conducto.

Los alambres se presentan bajo los siguientes didmetros: 3-4-5-6-7-7.5-8-9.4-
10 mm y estén constituidos por acero de alto porcentaje de carbono (0.7 a 0.85%). La
materia prima del cable es un alambrén obtenido mediante laminado. Antes de procesar
el alambrén éste es calentado hasta unos 900°C y enfriado lentamente para que el acero
sea mas homogéneo. Posteriormente el alambrén es sometido a un proceso de trefilado
en frio. El trefilado se realiza en varias fases reduciendo paulatinamente el diametro del
alambre y mejorando asi su resistencia. La EHE designa los alambres en relacion a su
carga unitaria maxima fys, ver tabla 3.4.

Tabla 3.4. Tipos de alambres

Designacion Serie de didmetros Carga unitaria maxima foax
nominales, en N/mm? >
en mm
Y 1570 C 9.4-100 1570
Y 1670 C 70-75-8.0 1670
Y 1770 C 3.0-4.0-5.0-6.0 1770
Y 1860 C 4.0-5.0 1860

El limite elastico f, (aquel que produce una deformacion remanente del 0,2 %)
estara comprendido entre el 0.85 y el 0.95 de la carga unitaria maxima fia.

En elementos pretesos los alambres transmiten la fuerza de pretensado al
hormig6n a través de la superficie de contacto. Los alambres (al no fabricarse mediante
procesos de laminado, como la armadura pasiva) son lisos y no presentan corrugas. Si
fuese necesario se le pueden practicar muescas, estando este uso reservado para
alambres y cordones en elementos pretesos de corta longitud tales como traviesas de
ferrocarril. Para mejorar ain més la adherencia el alambre se suele presentar rizado.
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Muescas y rizado junto con el efecto Poisson (incremento de volumen a menor tension)
y los demas mecanismos descritos anteriormente (retraccion del hormigén y reaccion
quimica en la interfase acero-hormigén) aseguran la adherencia de los alambres en los
elementos pretesos.

Los cordones estdn compuestos por varios alambres arrollados
helicoidalmente. Los mas empleados son los cordones de 7 alambres. Una vez
arrollados se puede optar por dos procesos: calentar hasta unos 350°C y luego enfriar
lentamente, produciendo cordones de relajacion normal, o bien calentar hasta 350°C
estando el cordédn en tension, dando lugar a cordones de baja relajacion. La norma
EHE designa los cordones por su carga unitaria maxima f,s, ver tabla 3.5.

Tabla 3.5. Tipos de cordones

Designacion Serie de didmetros Carga unitaria maxima fnax
Cordones de nominales en mm (area mm?) en
203 N/mm? >
alambres
Y 1770 S2 5.6 -6.0 1770
Y 1860 S3 6.5-6.8-75 1860
Y 1960 S3 5.2 1960
Y 2060 S3 5.2 2060
Y 1770 S7 16.0 1770
Y 1860 S7 9.3 -13.0(99) — 15.2(140) — 1860
16.0(150)

Las barras se fabrican mediante estirado en frio. Su diametro varia entre 20 y
40 mm. La carga unitaria maxima no serd inferior a 980 MPa. Las barras pueden ser
roscadas o lisas, pero las barras lisas deben de tener los extremos roscados ya que su
sistema de pretensado es mediante rosca: se tensa la barra y se aprieta la tuerca. En la
figura 3.22 se representa una barra de pretensado.

b i gl gl g
Wl .F A I. < b ek "'I o -!: l-!

Figura 3.22. Barras de pretensado
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Alambres y cordones se suministran en bobinas, mientras que las barras lo
hacen en tramos rectos igual que la armadura pasiva; figura 3.23.

Figura 3.23. Bobina de cable S7.

El diagrama caracteristico tensidn-deformacién para la armadura activa
(alambres, barras y cordones) puede ser suministrado por el fabricante (con las debidas
garantias) o , en su defecto, el representado en la figura 3.24 (articulo 38 de la EHE).
Este diagrama consta de un primer tramo recto de pendiente E, y un segundo tramo que
responde a la ecuacion 3.27 a partir del punto 0.7, de tension.

5

(o2 O
g, =—>+0.823 2 -0.7 para o, > 0.7f, (3.27)
Ep pk
A
Op Y ———— Diagrama caracteristico
fpk|----- rd

(] Diagrama de célculo
fpd|" """

: >
0.002
€p

Figura 3.24. Diagrama tension-deformacion para armaduras activas
Como médulo de elasticidad o de deformacion longitudinal se pueden adoptar

los valores de E,=200000 MPa para alambres y barras y de E,=190000 MPa para
cordones.
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El término f,, tiene significados distintos en la EHE y en el EC2. En la norma
europea fy corresponde a la resistencia a traccion y fyo1x €S la tension que produce una
deformacion remanente del 0.1 %, como se puede ver en la figura 3.25. Se denomina &y
a la elongacion unitaria para la carga maxima. Los tendones de pretensado deben
presentar una ductilidad adecuada, para lo cual se ha de verificar que; fu ffoc >1.1.

0,1%

0
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
' '
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'

Figura 3.25 Diagrama tensién-deformacién tipico del acero pretensado (valores
de traccién)

El EC2 propone como diagramas caracteristico y de disefio los representados
en la figura 3.26 y recomienda como valor de la deformacion unitaria limite g4 =0.9 gy.
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Figura 3.26 Diagramas tension-deformacién caracteristico y de disefio del
acero pretensado (valores de traccion)
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En el apartado 3.8 se ha definido el concepto de longitud de anclaje en relacion
con la armadura pasiva. En el caso de la armadura activa el anclaje se puede concentrar
en una longitud muy reducida (mediante cufias o tuercas) o bien extenderse a lo largo de
una longitud mayor, como en el caso de la armadura pasiva. El anclaje localizado suele
ser tipico de la armadura activa postesa mientras que el anclaje en longitud lo es de la
armadura activa pretesa.

El efecto Poisson es el mecanismo mas importante para que se produzca el
anclaje a lo largo de una determinada longitud sin que exista ningun elemento mecanico
adicional (la corruga). Esto es debido a que la armadura bajo tensién experimenta una
reduccion de su seccion transversal. Cuando el alambre o cordén de pretensado se corta
(proceso de destesado en bancada) la tensién en los extremos se anula lo que implica
un aumento de su seccidn transversal, que ayuda a mejorar el anclaje (ver figura 3.27).

-— —

|«
Longitud de transmisiéon

Figura 3.27. Longitud de transmision

En el proceso de destesado, descrito en el parrafo anterior, el alambre o cordén
pasa de una tension 0, en el extremo del elemento, a la tension inicial de pretensado
Po/A,, @ una determinada distancia del extremos. La longitud necesaria para alcanzar el
valor P, se conoce como longitud de transmisién. La longitud de transmisién se puede
calcular a partir de la EHE (articulo 70) o del EC2 o bien suponer que es 50 veces el
didmetro nominal para cordones 6 100 didmetros para alambres (método ACI).

Tanto la EHE como el EC2 suponen una tension constante (fy,) a lo largo de la
longitud de transmision (ly;).

Cuando hay que pretensar una pieza de corta longitud, como una traviesa de
ferrocarril, la longitud de transmision puede resultar excesiva. En esos casos se
practican unas muescas en frio en la zona de anclaje, reduciéndose asi la longitud de
transmision.
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3.10. RELAJACION

En la figura 3.11 se representaban los fenémenos de fluencia y relajacion.
Como ya vimos, la relajacion es la pérdida de tension bajo deformacion constante
(figura 3.28) siendo este fendmeno especialmente importante en el acero de pretensado.
La relajacion depende del tiempo, de la temperatura y del nivel de tension. Para valores
de tension inferiores a 0.5f, la relajacion se puede considerar despreciable.
A
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Figura 3.28. Relajacion del acero de las armaduras activas
Por efecto de la relajacion el valor del médulo de deformacion longitudinal E,
varia. El nuevo valor E ¢ (figura 3.28) se puede deducir a partir de los valores de la
relajacion.

La relajacion p (p=Aay/ oyi) para una tension inicial o, comprendida entre 0.5y
0.8 de fs Y para un tiempo t se puede estimar a partir de la ecuacion 3.28:

AO'p

log(p) =log =K, +K, log(t) (3.28)

O
donde Ag; es la pérdida de tension por relajacion y K; y K, son coeficientes que

dependen del tipo de acero y de la tensién inicial. La ecuacién anterior es una recta si
los ejes de referencia se presentan en escala logaritmica:

Log p /

1
120 horas 1000 horas

r

Logt

Figura 3.29. Relajacion en funcion del tiempo
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Bastara con que el fabricante suministre datos de la relajacion a 120 y 1000
horas para obtener los valores de K; y K, en cada nivel de tension.

Se denomina valor final de la relajacion p al correspondiente a la vida
estimada de la obra en horas o a 10° de horas.

A falta de datos experimentales la norma EHE propone valores de la relajacion
a 1000 horas (p1000) para tensiones iniciales de 0.6, 0.7 y 0.8 de fiax.

Tabla 3.6. Valores de relajacion a 1000 horas. En %

0.6 fmax 0.7 fmax 0.8 fmax
Alambres y cordones 1.0 2.0 55
Barras 2.0 3.0 7.0

La EHE proporciona ademas la variacion en la relajacion desde tiempo 0 hasta
las 1000 horas en porcentajes:

Tabla 3.7. Variacion porcentual de la relajacion de 0 a 1000 horas
1 5 20 100 200 500 1000
% de pérdidas hasta 1000 horas 25 45 55 70 80 90 100

Asimismo para estimar la relajacién a partir de las 1000 horas la EHE propone
la siguiente férmula:

t

k
t) = _ 3.29
p(t) plooo[loooJ (3.29)

donde: kzlog(ploty )
P100



HORMIGON ESTRUCTURAL 85
Hernandez-Gil
3.10. FATIGA

Se define como fatiga a la relacion entre la diferencia de tensiones maxima y
minima (osmax — gsmin) Y €l NUMero de ciclos que dicha carga es repetida hasta causar el
agotamiento del material. En hormigén armado y pretensado la fatiga del acero es
anterior a la de hormigon. En la figura 3.30 se ha representado la relacién entre rango de
tensiones y ciclos de carga necesarios hasta la rotura:

‘omax ~Omin (N/mm?)
500 [~
400
300 |
200 |-

100

L L ! >

10° 10° 10" N de ciclos hasta rotura

Figura 3.30. Curva de fatiga

La norma EHE propone limites a la diferencia de tensiones (s max —0smin) tanto para
armadura pasiva como activa por debajo de los cuales no se presentan problemas de
fatiga.
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Ejercicios propuestos

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

Para estimar las flechas en hormigon es necesario obtener con gran
precision el valor del médulo de deformacidn longitudinal E,,. El rango de
deformaciones (&) a considerar va desde O hasta 0.001. ;Se pueden
emplear los valores de E,, obtenidos a partir del gréfico de la figura 3.82.
¢Qué inconvenientes tendria el usarlo?.

La norma EHE propone dos factores de correccion, ay g, en funcion del
tipo de arido y en funcién de la edad del hormigon. Explica brevemente en
qué consisten.

En el problema de fluencia y retraccidn, calcular el efecto de deformacion
por temperatura si a los 50 dias pasa de 20°C a 40°C. Rehacer la figura
3.15.

Explica brevemente el efecto beneficioso del confinamiento del hormigén.
Intenta explicar por qué las distintas normativas son reticentes al empleo
de la mejora de resistencia en el dimensionamiento de pilares de
hormigén, y que tiene que ver esto con la deformacién del pilar.

Busca en la norma EHE la solucion al siguiente problema: se ha dejado a
la intemperie la armadura pasiva y ha aparecido gran cantidad de 6xido,
que se ha eliminado mediante cepillado con cerdas de acero. ;Se puede
colocar o es preciso realizar algun tipo de comprobacion?.

Normas antiguas daban un valor minimo a la resistencia del hormigén fy
en funcién de la resistencia del acero (B-400-S o B-500-S). ;Qué sentido
puede tener esto en relacién con el anclaje?

La relajacion depende del tiempo y del nivel de tension, sin embargo en la
ecuacion 3.29 sélo aparece como variable el tiempo. ;Donde interviene el
nivel de tension?.
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ANE]JO. Modelo de arcos de descarga de hormigén confinado
(o de Mander-Richart)

Como hemos visto, la resistencia maxima del hormigén aumenta si éste se
encuentra confinado. Los valores de resistencia maxima (£) y la deformacion
unitaria correspondiente (&) en funcién de la tension de confinamiento (duy) se
pueden tomar como:

f. =f. +ko

conf

o A3.1
= £,4| 1+ k, Zeont

C

8CC

Las expresiones A3.1 fueron fruto de las primeras investigaciones sobre
hormigén confinado.

Tension (o) Hormigén confinado Rotura del

! ‘L confinamiento

N\

fCC

Hormigon no confinado

Prolongacion para la zona no confinada

Ect

R e Dt

i€ . . .

1
# €c0 2¢€co €cc Ecu
fot

Deformacion unitaria €

Figura A3.1 Modelo tensién — deformacién de hormigén confinado y no confinado
para carga mondtona.

En la figura A3.1, la resistencia (o tension maxima) y la deformacion
correspondiente, para el caso de hormigéon no confinado, son f y &
respectivamente. Los coeficientes £/ y 42 de las expresiones A3.1 dependen de la
presion lateral y del tipo de hormigén. Richart (1928) obtuvo experimentalmente
ki=4.1 vy ko=5k;. En investigaciones recientes (Pantazopoulou S.J.) se han
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obtenido valores similares aunque se ha encontrando alguna variacién para
hormigones de alta resistencia.

El Eurocédigo 2 propone también valores de las tensiones maximas para
hormigones confinados. No obstante, estas expresiones no son aplicables
directamente puesto que es necesario conocer el valor de la tensién de
confinamiento. Hay que tener en cuenta que el confinamiento se logra
principalmente por la armadura transversal y por la manera en la que ésta estd
colocada y que, por tanto, interesa que los modelos tension-deformaciéon sean
funcién tanto de la armadura existente como de su disposicién.

El modelo basico tensién-deformacién (oe-ec) propuesto por Popovics (1973)
para hormigén confinado bajo carga cuasi-estatica y mondétona es:

f_xr
o, = cc -
r—-1+x
X = e
gCC
f
Eee = Ecol 1+5 fc—c—l A32
C
— EC
Ec - Esec
f
Esec =€
&,

donde Er es el mddulo tangente de deformacion longitudinal (los autores de este

modelo emplearon E¢ =5000 \/E MPa).

Para definir el comportamiento del hormigén en la zona no confinada este
modelo supone que a partit de una deformacion Zeq (s >2e0) existe una
prolongacioén recta de la curva hasta la interseccién con el eje de abscisas (& =&p),
como se puede ver en la figura A3.1.

Modelo de arcos de descarga

En la practica, el confinamiento lo ejercen las armaduras transversal y
longitudinal sobre el nucleo de la seccién. Por efecto Poisson el hormigon
comprimido longitudinalmente tiende a dilatar transversalmente pero la armadura
transversal se lo impide, formandose unos arcos de descarga internos apoyados en
los puntos de la armadura mas inmovilizada. Se entiende asi que en la figura A3.2,



HORMIGON ESTRUCTURAL 91
Hernandez-Gil
para un mismo didmetro de armaduras y una misma separaciéon de la armadura
transversal, la seccién a presente un confinado menos eficaz que las secciones by
c

Zona confinada no eficaz Zona eficazmente confinada

a b Zona no confinada c

Figura A3.2 Arcos de descarga y zona no confinada, confinada no eficaz y confinada
eficaz.

Se define wmicleo de la seccion (Ac) al area situada entre la linea media de la
armadura transversal (cercos o espiras). Hsta definicion es necesaria para poder
operar cémodamente con el modelo de hormigén confinado (oc-e;) dada la
dificultad que tendrtfa operar con el drea eficazmente confinada (A) debido a que ésta
varfa tanto a lo largo de la pieza como en la propia seccion transversal.

Nucleo Hormigoén exterior
eficazmente
confinado X 4\ A
s'/4
¢ B
: ' s
Hormigon 1 ;_@S $
ineficazmente ] W:_'
confinado = : I Hormigon exterior
V
ds-s'/2 sl4
<> [<—
ds
<>
SECCION A-A

Figura A3.3 Nucleo de hormigén eficazmente confinado para armadura transversal
circular.
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En la figura A3.3 se observa la variacién (en direccion longitudinal) del nicleo
eficazmente confinado para una columna circular con cercos circulares separados a
una distancia s.

Sea Oconf la presion lateral ejercida por la armadura uniformemente repartida
sobre la superficie del nicleo de la seccién, A.. En realidad, esta presion se ejerce
sobre el exterior de A. (zona eficazmente confinada) que, como ya se ha
comentado, no tiene un valor constante y que es menor que A. (nucleo de la
seccion). Para poder operar con el nicleo de la seccion se define una presion lateral
eficaz (0cconf) que actda en el exterior del nucleo de la secciéon (Ac) y produce el
mismo efecto. Légicamente, al aumentar el area de actuacion, la presion lateral
eficaz serd menor que la presion lateral de confinamiento (Geconf < Gconf ):

O

e,conf =0,

conf ke
K, =2e
Acc
Acc = Ac(l_ pcc)

A3.3

Acc es el area de hormigén dentro del nicleo de la seccidn, gc. es la relacion de la
armadura longitudinal respecto al area del nicleo de la seccién (As/Ac). El
parametro £, se denomina coeficiente de confinamiento eficaz.

Confinamiento eficaz en pilares circulares

Consideremos la columna circular de la figura A3.3 con cercos circulares
de area Asgo separados una distancia s (distancia libre s”). El diametro de la linea
media de los cercos es ds. Se supone que el arco de descarga forma una parabola
con una inclinacion de salida de 45 grados. El area confinada eficaz (a media
distancia entre los cercos) y el area de hormigbén dentro del nicleo de la seccion
son, respectivamente:

N\ 2 v \2
S /4 S
L R
4 2 4 2d, A3
Acc = Ac(l_pcc)zgdsz(l_pcc)

y, en este caso, el coeficiente de confinamiento eficaz, £, es:
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2
o)
k =N “7s/

1_pcc

A3.5

Para deducir la expresion de la presion lateral de confinamiento se plantea
el equilibrio de medio cerco circular, figura A3.4:

2As,90fy,90 = O ons SUs A3.6

siendo f,90 la tensién maxima de la armadura del cerco. Si se define g, como la
cuantia geométrica de la armadura transversal respecto del nucleo de la seccién:

_ As,go”ds _ AA, o

deS dSS
4 S

A3.7

S

fy,90As,20

ds

fyo0As00 ——

Figura A3.4 Presion de confinamiento.

los valores de la presion lateral de confinamiento y de la presion lateral eficaz de
confinamiento se pueden obtener a partir de las expresiones A3.3, A3.6 y A3.7:

1
Ocont = E psfy,QO
A3.8
1
Ue,conf = E kepsfy,QO

Una vez conocida la tension eficaz de confinamiento se pueden calcular
los valores de resistencia maxima del hormigén confinado (f) y la deformacion
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unitaria correspondiente (&) empleando la expresiéon A3.11. Estos valores de fec ¥
& se pueden introducir en la expresion A3.2 y obtener el modelo tensién-
deformacioén para hormigén confinado.

Confinamiento eficaz en secciones rectangulares

En secciones rectangulares, como en el caso anterior, se supone que las
parabolas (arcos de descarga) forman una tangente inicial de 45°. En este tipo de
secciones las  parabolas serin tanto  verticales como  horizontales.
Geométricamente, se puede determinar que la altura de una paribola con una
cuerda de valor »’ (ver figura A3.5) y tangente inicial de 45° es de »’/4 y que su
drea es igual a (w)?/6. Teniendo en cuenta lo anterior, el 4rea ineficazmente
confinada a nivel del cerco para 7 parabolas formadas entre # barras longitudinales
inmovilizadas es:

n \2
A = Z% A3.9
i=1

donde ; es el arco de cada una de las parabolas de descarga. Si se tiene en cuenta

ademas la existencia de parabolas verticales entre los distintos niveles de cercos, se

puede calcular el area eficazmente confinada a media distancia entre los cercos

como:

Ae ={b.d i(wi')2 1 s’ s’
cTc

- - A3.10
~ 6 2b, |© 2d,

donde 4.y 4. son las dimensiones del nucleo de la seccidn, o sea, el area encerrada
por la linea media de los cercos exteriores siendo ademas b, = d.

A partir de las definiciones dadas en las expresiones A3.3 se puede
formular la siguiente expresion del coeficiente de confinamiento 4.

n 1\2
_Z (Wi ) 1— S 1-— S
~ 6b.d_ 2D, 2d,
k. = 1 A3.11
= Pecc

Imponiendo el equilibrio de fuerzas en las direcciones x e y
respectivamente, se obtiene que:

1 . . .
Se pueden emplear modelos mas sofisticados para este mismo fin.
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Asx,90 fy,90 = O-conf,x S dc

A3.12
Asy,90 fy,90 = conf,y S bc

donde:

A0y Ao son las areas de las armaduras transversales segun las direcciones
X ey respectivamente

Oconfixe Y Oconfy son las presiones laterales de confinamiento segun x e ,

respectivamente.

Nucleo

eficazmente y
confinado w
<>

Hormigén
ineficazmente 450
confinado =

&
I Hormigdn exterior
-recubrimiento-

SECCION A-A

Figura A3.5 Nucleo de hormigén eficazmente confinado para armadura
transversal rectangular.

De la expresion antetior se pueden deducir la presién lateral de
confinamiento y la presion lateral eficaz de confinamiento en las direcciones x e j:
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A, oof
x,90"y,90
Gconf,x = = pry,QO
sd,
Oeconf,x — kepryvgo A3.13
Ay o |
_ Pyyo0ly0 _
O-conf,y - sd - yfy,go

c

O-e,conf Yy = kepyfy,go

donde 4, viene dado por la expresién A3.11.

Conocidos los valores de las tensiones eficaces de confinamiento en ambas
direcciones se puede recurrir a un modelo tridimensional de rotura y obtener una
expresion para f,. Mander (1988) propuso el grafico de la figura A3.6 para el
calculo de f.. Con este valor de f; se puede emplear el modelo tensién-deformacion
para hormigén confinado dado por la expresion A.3.2.

Para el caso de confinamiento circular o rectangular igual en las
direcciones x e y, se puede emplear la siguiente expresién (Mander 1988):

7.940 o

e,conf _2 e,conf

f

A3.14

f,=f|-1.254+ 2.254\/1+

Cc Cc
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Relacion de resistencias fcc/fc

< 1.0 1.5 2.0
I AN 1

S . —\ \\\‘ !

[e]

§ 01— _______\‘\ k‘\ i

= i} _\_ N t“\

o A

% ———— T .‘1. _\..\\.“ \‘k\\\\ae,conf,lz Oe conf,2
R — 1 T

3 , I\

2 Braxial — i “;

S 03 I ALY

< 0 0.1 02 03
[a

Relacién de confinamiento menor O con 1/fc

Figura A3.6 Incremento de la resistencia a compresion en secciones
rectangulares confinadas por tensiones ortogonales.

La deformacién unitaria tltima del hormigén (e,,), ver figura A3.1, se debe
a la rotura del confinamiento y puede aproximarse por (Paulay 1992):

fy 90 €sm
Eey :0.004+1.4ps'f— A3.15

cc

donde &, es la deformacién del acero correspondiente a la maxima tension de
traccion y g; es la cuantfa volumétrica de la armadura transversal. Para secciones
rectangulares g,= g.tg,, donde g. y ¢, vienen definidos en la expresion A3.13. Los
valores de &, estain comprendidos entre 0.012 y 0.05.
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Ejemplo?

En la figura A3.7a se representa una seccién cuadrada de 0.5 m de lado. El
hormigén es HA-25 y el acero B-400-S. La armadura longitudinal estd compuesta
por 5 ¥20 en cada cara con un total de 16 J20. Se han dispuesto cercos y cruces
de ©¥12 cada 8 centimetros (confinamiento propuesto para esta secciéon por la
ACI-318-05 para zonas de alto riesgo sismico). En la figura A3.7b se ha
representado el diagrama momento-curvatura correspondiente a esta seccion
solicitada por un axil de compresion constante de 1500 kN. Para el nicleo de la
seccion se ha considerado el modelo de arcos de descarga y para el exterior de la
seccién un modelo de hormigén no confinado. El punto 1 corresponde a la rotura
de la zona exterior: desprendimiento del recubrimiento. El punto 2 corresponde a
la rotura del confinamiento.

Cercos y cruces EB
12 a 80mm

a
A
1 0.05m
recubrimiento
o 600} 1/® z@
z
Z 1
]
c L
g 400 b
(]
S

200

100 200 300 400
Curvatura (x1000 m™)

Figura A3.7. Analisis momento-curvatura mediante modelo de arcos de
descarga.

2 Para poder entender este ejercicio es necesario haber estudiado el capitulo de flexion.
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CAPITULO IV

LA FUERZA DE PRETENSADO

Viga pretensda tipo artesa, antes de destesar.

La fuerza de pretensado es de tal importancia en hormigoén estructural que
requiere un capitulo especial en el que se estudiara como se introduce y cdmo varia su
valor a lo largo del trazado del tenddn de pretensado. Dependiendo de que el pretensado
sea posteso o preteso, la fuerza de pretensado tendra caracteristicas muy diferentes,
tanto en la forma de ser introducida como en el valor que tenga a lo largo de la viga del
elemento estructural. En la figura 4.1.a podemos ver una bancada de fabricacién de dos
vigas mediante pretensado preteso: primero se tesa el tenddn y posteriormente se
hormigona. Este proceso se puede ver en la figura 4.2. La figura 4.1.b corresponde a
una viga simplemente apoyada fabricada mediante pretensado posteso, en este caso la
viga se ha hormigonado con la vaina y cuando el hormigén ha endurecido se procede a
tesar la armadura activa.
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Gato 1 | L = Longitud inicial |
S | lM
—— 1 11

Vaina

Figura 4.1. Vigas pretesas y postesas, a y b respectivamente.

Inicialmente, el gato introduce una fuerza de tesado P, (tanto en pretesado
como en postesado) que proporcionard una tensidn opo a la armadura activa. Esta
tension, segin la EHE, debera ser menor de 0.75 de la carga unitaria maxima
caracteristica (fomaxk) Y menor de 0.90 del limite elastico caracteristico (f,) aunque
momentaneamente puede alcanzar el 0.85y 0.95 respectivamente.

Figura 4.2. Viga pretesa con la armadura activa tesada antes de hormigonar
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4.1. LAS PERDIDAS DE PRETENSADO
El valor de Pg, transmitido por el gato a los tendones, disminuye desde el
primer instante debido a varios factores (pérdidas). Estas pérdidas se pueden dividir en

pérdidas instantaneas y pérdidas diferidas, tabla 4.1.

Tabla 4.1. Pérdidas en la fuerza de pretensado, segin la EHE

Pérdidas instantdneas Nombre EHE Pérdidas diferidas Nombre EHE
Rozamiento AP, Retraccion del hormigon

Penetracion de cuias AP, Fluencia del hormigén AP
Acortamiento elastico AP; Relajacion del acero

4.2. PERDIDAS POR ROZAMIENTO

Las pérdidas por rozamiento a lo largo del tenddn sélo afectan a las armaduras
postesas. Como podemos intuir de la figura 4.1.a la fuerza P, introducida antes de
hormigonar tiene el mismo valor a lo largo de todo el tend6n. En la figura 4.1.b se tensa
desde el extremo izquierdo y, como consecuencia del rozamiento a lo largo de la vaina,
la fuerza de pretensado en el extremo derecho serd menor.

En la figura 4.4. se representa un trozo de tendon de longitud dx cuyo trazado,
en esa longitud, varia un angulo da. El tend6n est4 sometido en sus extremos a unas
fuerzas de pretensado P y P-dP lo que produce una accion normal de valor
2-P-sen(da/2). A su vez la vaina ejerce sobre el tendén una fuerza vertical igual y de
sentido contrario, N. Si el coeficiente de rozamiento entre el tendon y la vaina que lo
aloja es u, la pérdida por rozamiento sera uN. Si el angulo « es pequefio se puede tomar
la aproximacion sen(da/2)~da/2 y la pérdida por rozamiento debido a la variacion de
angulo serd uPda, siendo . el coeficiente de rozamiento en angulo.
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Trompeta

Vaina

Figura 4.3. Viga postesa. Se aprecia la vaina y la trompeta colocadas antes de
hormigonar. En el croquis ya esta hormigonada.

P-dP

da/2
A

N

dx

Figura 4.4. Pérdidas de rozamiento en angulo.
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Ademas del rozamiento en angulo existe otro rozamiento a lo largo del tendon
que es independiente del angulo del trazado y que depende del diametro del conducto o
vaina que aloje al tenddn, del tipo de tenddn y de la forma en que se aloje en el interior
del conducto. Las pérdidas asociadas este tipo de rozamiento en un dx de longitud seran
K-P-dx, donde K es el coeficiente de rozamiento en recta o parasito y P la fuerza de
pretensado. El origen de este rozamiento parasito estd en la ondulacion relativa existente
entre la vaina y el tendon, figura 4.5.

/ Rozamiento
—— = —— —_—

— -

—l
| e e o e o - - <—~
Tendén/

Vaina

Figura 4.5. Efecto parasito en tramos rectos

Sumando los dos tipos de rozamiento:
dP = yPda + KPdx

e integrando:

Py a X
J'd_P — ﬂjda + KIdX resolviendo PX — Poe_(/wH.Kx)
Px 0 0 (4.1)

o bien Apl _ Po[ 1— e—(ya + Kx)]

donde P, es la fuerza de tesado, P, es la fuerza de pretensado a una distancia en
horizontal igual a x y aes la variacion acumulada del angulo del trazado en la longitud

X.

El valor del coeficiente u depende de las caracteristicas del tendén y de la
vaina y varia de 0.05 a 0.5. El coeficiente de rozamiento parasito K, depende de u y de
la sinuosidad de la vaina y varia de 0.0003 a 0.0066 por metro. La EHE da los valores
para ambos coeficientes de rozamiento para tendones cuyos elementos se tesen
simultaneamente y para pérdidas concentradas en desviadores.



LA FUERZA DE PRETENSADO 106
4.3. GEOMETRIA DEL POSTESADO

En estructuras postesadas el trazado habitual es el parabdlico. Para vigas
simplemente apoyadas el trazado corresponde a una parabola simple, tal y como
podemos ver en la figura 4.1.b. En el caso de vigas continuas se disponen parabolas
encadenadas que seran convexas en los apoyos y concavas lejos de ellos, figura 4.6.

Excentricidad méxima en vano Excentricidad maxima en apoyo

Figura 4.6. Viga continua de tres vanos

Antes de evaluar las pérdidas por rozamiento vamos a recapitular sobre la
geometria de la parabola.

lky

€o

Figura 4.7. Parabola simple

Sea la parabola de la figura 4.7, que pasa por el origen y tiene pendiente
horizontal en éste. Las ecuaciones del radio de curvatura R y de la variacion del angulo
a, ambas en funcion de x, son:

1 y" Ls
—=k="——""—- = R(xx=0)=—"2>
R (1+y!2>é 260 (42)
ga0)=22x = alk=L)=2®
0 0
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En el caso de pardbolas encadenadas, como las de la figura 4.8, el
planteamiento es similar. Denominemos L, L, y Ls a las longitudes (en horizontal) de
cada parabola dentro del primer vano.

Parabola 2 Parabola 3 P'T“ébo'a ‘&(

~ h
Punto de inflexion———=, e, QT :
g _._..|h=e;+e,

_ Pemodemtein 7 JeeN —
eQ}'

Punto inferior ——

Ly Ly L3

Figura 4.8. Pardbolas encadenadas

En el punto inferior las pardbolas 1 y 2 ambas parabolas tienen pendiente
horizontal. Conocidos L; y e; es posible determinar, a partir de las férmulas de la
parabola (ecuaciones 4.2), el radio de curvatura en el punto inferior y la variacion de
angulo.

Siguiendo con la notacién empleada en la ecuacién 4.2 y en la figura 4.8, para
la parabola 2 se tiene que: ep=h-h, y Lo=L,. Conocidos estos datos se pueden calcular el
radio de curvatura en el punto inferior y la variacion de angulo (ecuaciones 4.2).
Analogamente se procede con la parabola 3, para la que Lo=L3 y eg=h,.

Es interesante observar que en el punto de inflexion se unen las parabolas 2 y 3
y, por tanto, en este punto ambas parabolas tendran la misma pendiente:

2(h-h,) 2h,
L2 - L3

(4.3)

despejando h,:

L3 0 bien h h

-2 __
2L+ L, L L+l

en la ecuacién anterior, el primer miembro corresponde a la pendiente de la recta que
une el punto de inflexion con el punto superior de la parabola 3 mientras que el segundo
miembro es la pendiente de la recta que une el punto superior de la parabola 3 con el
punto inferior de la parabola 2. De lo anterior se deduce que los siguientes puntos estan
alineados: inferior de la parabola 2, punto de inflexion y superior de la pardbola 3. Por
tanto, conocido el punto inferior de la pardbola 2, el punto superior de la parabola 3 y L3
queda determinado el punto de inflexion.

El punto superior de la pardbola 3 tiene pendiente horizontal y coincide con el
punto superior de la pardbola 4. Con una construccion similar a la efectuada entre las
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parabolas 2 y 3 podemos hallar la variacion de angulo a lo largo de todo el trazado del
tendon de pretensado.

Las pardbolas encadenadas convexas (pardbolas 3 y 4), cuya mision
fundamental es dar continuidad al trazado, suelen ser ajustadas con radios minimos. En
la tabla 4.2 se recogen los radios minimos recomendados en funcién del didmetro
interior de la vaina.

Tabla 4.2. Valores minimos de radios de curvatura
Didmetro de la vaina (mm) 45-55 65-80 85-95 100-110
Radio minimo de curvatura (m) 3.5 4.5 5.0 7.0

Otro factor a tener en cuenta es la excentricidad existente entre el c.d.g. del
tendon y el centro de la vaina (figura 4.9). En la tabla 4.3 se indican valores
aproximados de esta excentricidad, que han sido extraidos de catalogos técnicos.

Excentricidad en el punto \(

inferior

Excentricidad del
punto superior

Figura 4.9. Excentricidades en los puntos extremos
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Tabla 4.3. Valores de excentricidades. Extraidos de varios catilogos comerciales.

N° de cordones S7 de 13.0 Diametro de la vaina Excentricidad
mm (mm) (mm)
3 32 7
4 41 7
7 51 8
12 64 11
19 80 13
22 86 12
31 102 14
55 140 23
N° de cordones S7 de 15.2
mm
3 38 5
4 51 5
7 57 10
12 76 13
19 100 19
31 125 22
55 165 30

Figura 4.10. Gato empleado en armadura pretesa para tesar un solo cordén.
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4.4. PERDIDAS POR PENETRACION EN CUNA

En armadura postesa se suele emplear anclaje medianted cufias® (figura 4.12).
En este tipo de armaduras, una vez que el gato ha aplicado la fuerza de tesado al tendén,
hay que proceder a anclar el tendon y extraer el gato. Este proceso conlleva una nueva
pérdida en la fuerza de pretensado.

La pérdida en la fuerza de pretensado por penetracion en cufia (4P,) afecta s6lo
a una longitud del tendén denominada longitud de influencia (X), ver figuras 4.11.a y
4.11.b. El valor de X depende del rozamiento (p) entre el tendén y la vaina, que se
supone de valor constante por unidad de longitud®. El valor de p no depende de hacia
donde se mueva el cable en la vaina (hacia dentro o hacia afuera) de ahi que la linea
continua AB y la discontinua CB tengan pendientes iguales y opuestas (figura 4.11.a).
En la figura 4.11.b se aprecia que el valor inicial de la fuerza en el anclaje es Py,
pasando a Py-4P, cuando se produce una penetracion de cufia de valor a. A una
distancia X la fuerza de pretensado tendra un valor P’ que, por definicion de X, sera el
mismo antes y después de producirse la pérdida por penetracién de la cufia, 4P,.

A
Fuerza de tesado
X, Longitud de influencia

A Antes de la penetracion de cufia - ,
A Po-AP; ) - Po —> —> —> —» P'=Po-AP,/2
N Después de la penetracion de — ] —>»
P> cufia — —> —»> —>
1 p
B
1 -
-
p -
- -

o
=

p

X, Longitud de influenciet
—>| l«

a, penetracion de cufia

N —

(@]

»

»
x, Distancia desde el anclaje

a b

Figura 4.11. (a) Distribucion de la fuerza de pretensado.
(b) Equilibrio en la longitud de influencia.

Estableciendo el equilibrio en las dos situaciones representadas en la figura
4.11.b (antes y después de la penetracion de cufia) se obtiene:

! Para lograr que éstas queden encajadas se necesitan del orden de 5 mm de penetracion.
2 Sj el tenddn esta engrasado la longitud de influencia serd mucho mayor.

P’:PO -AP2/2
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, (4.4)
P,—AP,+p-X =P

PO=P’+p'X } P':PO_
-

El rozamiento que se desarrolla en la longitud de influencia X cambia de signo
al pasar del estado inicial (sin penetraciéon de cufia) al estado final (penetracién de
cufia), tal y como se aprecia en la figura 4.11.b.

Al final de la fase de penetracion de cufia, la variacion del valor de la fuerza de
pretensado sera maxima en el extremo izquierdo, donde valdra 4P,, siendo nula a una
distancia X. Asi pues, la variacion media de la fuerza de pretensado a lo largo de X sera
AP,/2. La pérdida de tension se puede obtener dividiendo la pérdida de fuerza de
pretensado entre el area, por lo que la pérdida de tension media serd Aome=4P2/2A,,
donde A, es el area del tendon.

Puesto que la variacion de la tension en el cable a lo largo de X pasa de un
valor maximo a 0 (con un variacion que se supone lineal), la deformacion
correspondiente a la penetracion de la cufia (a) es la misma que si se considera que toda
la longitud X est4 sometida a una pérdida de tensién media y, por tanto:

AC g X
a=——med (4.5)
E

P
donde E, es el mddulo de deformacion longitudinal del tendon.

Sustituyendo Aomeg=4P,/2A, y la segunda ecuacion 4.4. en la ecuacion
anterior se puede despejar el valor de X.

E_A
X = }a—;" (4.6)
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Blogue de anclaje

Figura 4.12. Detalle de anclaje de armadura activa. Cabeza de viga postesa

Ejemplo de pérdidas de rozamiento

Sea una viga postesada de 4 vanos, de 25 m de luz cada uno, representada en la
figura 4.13. La excentricidad del trazado del tend6n respecto a la linea media de la viga
es de 0.6 m en la mitad del vano y de 0.5 m en los apoyos. La armadura postesa esta
compuesta por un tendén de 19 cordones Y-1860-S7 de 15.2 mm de diametro nominal.
Todo el tenddn se tesa simultaneamente. El tenddn esta anclado en el eje de simetria y
su tesado se lleva a cabo desde cada uno de los extremos.

T T mr T : T
11.25m : 11.25m 1 25m25m 10m ' 1om 250

& > HHho O 0o

Figura 4.13. Viga de 4 vanos de 25 m cada uno

A partir de la norma EHE, y teniendo en cuenta que se tesa simultaneamente,
adoptamos como coeficiente de rozamiento en curva el valor 4=0.21°. La vaina para
incluir los 19 cordones ( segun catalogos técnicos) esta en torno a 100 mm de diametro.
Para el caso de didmetro interior de conducto mayor de 60 mm la EHE establece que la

® Alambres o cordones trefilados sin lubricar y tendén formado por varios elementos
agrupados en una misma vaina de acero sin tratamiento superficial.
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relacion (k/w) toma el valor de 0.006 v, por tanto, el coeficiente de rozamiento parasito
por metro lineal (k) es: k= 0.006-0.21=0.00126.

A, = 140-19 = 2660 mm’
E, = 190000 N/mm?
Penetracion de cufia (@) =5 mm

Al existir penetracion en cufia se va a optar por tesar hasta un 85% de fomaxx, 10
que supone P,=0.85-1860-2660/1000 = 4205 kN.

Las pérdidas por rozamiento se calculan aplicando la formulacién 4.1 y 4.2.
Para la seccion 2:

o, =298 _ 0 107rad
11.25

uo +kx =0.21-0.107 + 0.00126 - 11.25 = 0.03658

AP, = P, [1— e )] =151.02 kN

Para localizar las siguientes secciones se tiene en cuenta que los puntos de
inflexion (secciones 3, 5y 7) estan alineados con los puntos de las secciones adyacentes

(ecuacién 4.3). Para las 8 secciones sefialadas en la figura 4.13 se puede confeccionar la
siguiente tabla:

Tabla 4.4. Pérdidas de rozamiento. Valores acumulados.

SECCIONES 1 2 3 4 5 6 7 8

A 0.0 0.107 0.267 0.667 0.843 1.019 1.195 1.371
pa+kx 0 0.03658 0.08435 0.17150 0.21161 0.26117 0.31073 0.35084
AP, 0 151.02 340.14 662.71 801.98 966.52 1123.11 1244.27

El valor de P,-AP; se ha representado en la figura 4.14.
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4205 kN

4000 kN |— ‘ 4010 kN

3865 kN

3542 kN
3500 kN~
3403 kN

3238 kN

3000 kN—

2500 KN [ ' ' ' ' i | X
12.93m

Figura 4.14. Variacion de la fuerza de pretensado
Para determinar la longitud de influencia de la pérdida por penetracién de cufia

(a partir de la ecuacidén 4.6) es necesario conocer el valor de p (rozamiento por unidad
de longitud), que se puede obtener entre las secciones 1y 3 como:

340140

p=———=15.12 N/mm
2-11250

y, por lo tanto, el valor de X sera:

/aE A . .
X = FFJ’ £ :\/5 19(1(;0](_)2 2660 =12928 mm = 12.93 m

A partir de la segunda ecuacion 4.4 se puede determinar el valor de la pérdida por
penetracion de cufia:

AP, =2-p- X =2-15.12-12928 = 390943 N =390.94 kN
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Calcular el alargamiento que va a experimentar el tendon durante la fase de
tesado es una buena manera de comprobar si el proceso de tesado ha sido tal y como
habia sido planteado. Suponiendo que la fuerza de pretensado varia linealmente entre
los extremos de cada parabola y que se mide después de la penetracion en cufia, el valor
de la fuerza media de pretensado sera:

Prodia = 14010 +3814 12.93 + 4010 +3865 (2-11.25-12.93) +
50 2
3865+3542 ,  3542+3403 ,  3403+3238 | 323B+3082
2 2 2 2
3082 + 2961

2 -2.5} =3571.3 kN

y, por tanto, el alargamiento experimentado por el tendén durante el tesado debe de ser
de:

L 50000 - 3571300 _ 353.3 mm
190000 - 2660
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4.5. PERDIDAS POR ACORTAMIENTO ELASTICO

En elementos pretesos se procede a la fase de destesado cuando el cable esta
tesado y el hormigdn endurecido y carente de tensiones. En esta fase se transmiten las
tensiones al hormigén. Estas tensiones provocan un acortamiento del elemento
estructural debido a que la fuerza de tesado comprime el hormigon (figuras 4.15 y 4.16).
A su vez, el acortamiento de la viga de hormigén afecta al tendén ya que éste
experimenta una disminucion de su longitud, lo que produce una nueva pérdida en la
fuerza de tesado, 4P3, denominada pérdida por acortamiento eléstico.

Gato

L = Longitud inicial | M

Figura 4.15. Pérdida por acortamiento elastico

Figura 4.16. Proceso de destesado de la armadura activa en vigas pretesas

Como hip6tesis se admite que la deformacion a la altura del tendén es la misma
en el hormigon que en el acero ya que ambos se encuentran en la misma fibra y, por la
hip6tesis de las secciones planas, ambos tienen la misma deformacién. Si la tensién en
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el hormigon a la altura del c.d.g. de la armadura activa es oy, para que ambas
deformaciones sean iguales se ha de verificar que:

o, Ao, E,
= = Ao, =m o, con m=—-— 4.7
cm Ep cm

En el caso de pretensado posteso, si la tension se transmite a la vez en todos los
tendones no se produce pérdida por acortamiento elastico. En este tipo de pretensado la
pérdida por acortamiento elastico aparece en el caso de que se tensen los tendones
sucesivamente. Si hubiera n tesadas de n tendones de la misma seccion, en la Ultima
tesada (que introduce una tension en el hormigdn de valor og,/n) la pérdida en el tendon
tesado seria nula pero en las otras (n-1) tesadas anteriores provocaria una pérdida de
valor

en cada uno de los tendones, donde A, es el area de toda la armadura activa.

Sumadas las pérdidas acumuladas en cada tesada sobre los tendones anteriores,
tenemos que la pérdida total es:

A
AP, =mo_, —>~(n-1) (4.8)
3 cp 2n

Cuando se procede a la fase de destesado de la armadura activa la viga se ve
sometida a un momento de valor P-e, siendo P la fuerza de pretensado y e la
excentricidad. Este momento es negativo y tiende a provocar una contraflecha que se ve
compensada por el peso propio de la viga.

La ecuacion 4.7 relaciona la pérdida de la tensién de pretensado con la tension
en el hormigon, ésta Ultima serd distinta segln el valor del momento compensado del
peso propio. En la practica se considera como pérdida de acortamiento elastico al valor
medio entre los valores maximos y minimos, si bien puede haber casos en que esto no
sea aceptable.

Ejemplo de acortamiento elastico en una viga simplemente apoyada pretesa

Consideremos la viga pretensada pretesa de la figura 4.17 de 20 m de longitud,
fabricada con hormigon HP-45 y acero Y-1860-S7. En bancada se le ha transmitido una
tension inicial de pretensado del 75% de fs. Las caracteristicas mecénicas son: A.=
4.5 x10° mm?%; A,=2850 mm?; 1;=9.4 x10'° mm*. El peso propio por unidad de longitud
es de 10 kN/m.
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20m

Seccion transversal

Figura 4.17. Viga pretesa de 20 m de luz

Para calcular su acortamiento eléstico se va a tener en cuenta que:

- Lo que acorta el acero es igual que lo que acorta el hormigdn en la misma
fibra. Debido a ese acortamiento la fuerza de pretensado, que inicialmente
era P, pasa a ser Pe=Ay(opo-Adop).

- Cuando se liberan los cables y la viga se sometide a la fuerza de
pretensado, ésta tiende a levantarse y a vencer su peso propio.

Vamos a suponemos que todos los tendones estan situados a e=560 mm (en el caso que

éstos estuvieran muy separados entre si esta hipotesis no seria valida).

El valor del momento maximo debido al peso propio es Mg

~10-20?

M, =500kN -m =5x10°Nmm

y la tensién del hormigon a la altura del c.d.g. de la armadura activa, en la seccion
situada en el centro de luz es*:

* En la expresion de la tension o Se ha considerado el momento del peso propio sobre
la seccién bruta. Esto no seria real puesto que el peso propio que actda al descimbrar lo
hace sobre la seccion homogeneizada, no obstante la diferencia es pequefia.
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e

P..e.ce M,-e
o, =—+-2 -0
cp
AC IC |C

Introduciendo la ecuacion 4.7 en la ecuacion anterior y teniendo en cuenta que
Pe=Ay(opo-Aop), se obtiene el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

P

Ao, P, P,-ece M,-e
+ —

m A | I,

P.=A, -(apo —AO'p)

190000
donde m =

= =5.058 y 0p,0=0.75-1860=1395 N/mm?2.
100003/45 + 8

Resolviendo el sistema anterior, se obtiene que 40,=89.54 N/mm? 'y
P.=3.72x10° N.

En los extremos el momento debido al peso propio es cero y el valor de Aoy, €s
103.49 N/mm?. Por tanto, la pérdida media en la armadura activa sera:

- 89.54+103.49

) =96.52 N/mm?
2

Ao

lo que supone una pérdida del 6.92%.

Consideremos ahora que el trazado en lugar de ser recto es parabolico. Se ha
empleado la técnica de postesado y la viga ha sido tesada en 3 veces.

20m

Figura 4.18. Viga postesa

La expresion de la tension del hormigdn a la altura del c.d.g. de la armadura
activa, junto con la ecuacion 4.8 forman el siguiente sistema de ecuaciones:
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P, — AP, +(PO—AP3).e~e_MO-e

Ocp
AC |C |C
n-1
AP, = m-og, -—-Ap
2n
Puesto que n=3, del sistema de ecuaciones anteriores se obtiene que ¢;,=18.62
N/mm? . Si My=0y e=0 (extremo de la viga) la tension correspondiente serfa: 0p=21.52
N/mm?.

La pérdida de tension media en la armadura de pretensado se puede obtener
como:

n-1 18.62+21.52 2

AO'p :macp?:5'058' > 623383 N/mm2

lo que representa una pérdida del 2.42%.

4.6. PERDIDAS DIFERIDAS

Una vez anclada la armadura activa y después de haberse producido las
pérdidas instantaneas, aparecen unas nuevas pérdidas a lo largo del tiempo. Estas
pérdidas se deben esencialmente al acortamiento de hormigén (retraccion y fluencia) y a
la relajacion del acero de las armaduras activas.

Los fenémenos de fluencia y de relajacion dependen a su vez del valor de las

pérdidas diferidas, por lo que seria necesario realizar un proceso iterativo. De forma
aproximada, las pérdidas diferidas se pueden calcular mediante la expresion®:

_ mo(t,t))o,, +E e,(t,t))+0.80A0,,

APdif = A ;C;;Z o
1+m—2 1+ —=2 |1+ yo(t,t,))
A le
donde:
Yo Distancia del centro de gravedad de las armaduras activas al centro de

gravedad de la seccion.

m Coeficiente de equivalencia = E,/Ec.

o(t,ty) Coeficiente de fluencia para t; como edad de puesta en carga.

Ecs Retraccidn tras la operacion de tesado.

Op Tension en el hormigén en la fibra correspondiente al c.d.g. de las
armaduras activas debida a la accidn de pretensado, al peso propio y a
la carga muerta.

® Propuesta por la EHE.
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Aoy Pérdida por relajacion a longitud constante = p¢ PyilAp.
4 Coeficiente de envejecimiento. Para evaluaciones a tiempo infinito se

puede tomar 0.8.
Ac,lc Area y momento de inercia de la seccion de hormigdn,

respectivamente



LA FUERZA DE PRETENSADO 122

Ejercicios propuestos

4.1. Justificar razonadamente (sin recurrir a extender al limite ningln tipo de
formulacién) que la pérdida de tension por acortamiento eldstico puede
considerarse cOmo Mog,/2.

4.2. Explicar qué ventajas tiene el planteamiento seguido en este capitulo para
desarrollar las parabolas encadenadas frente al expuesto por la EHE. ¢Cudl
crees que es mas general?

4.3. Calcula las pérdidas diferidas en el problema de pérdidas por rozamiento.
Elabora un gréfico similar al de la figura 4.14 considerando ambos tipos de
pérdidas.
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CAPITULO V

METODO DE LAS BIELAS Y TIRANTES

Centro de vano
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Modelo de bielas y tirantes.

5.1. REGIONESBY D

La hipétesis de las secciones planas, o hipdtesis de Bernoulli, establece que las
secciones planas antes de la deformacién permanecen planas después de ésta. Esta hipdtesis
es fundamental en el estudio de los elementos de una estructura ya que conocida la
deformacién en dos puntos de la seccion transversal se puede calcular la deformacién en
todos los puntos de ésta —en el caso de trabajar en tres dimensiones seria necesario conocer
la deformacién en tres puntos-. Estos dos puntos de la seccidn transversal pueden ser los
correspondientes a las deformaciones maxima y minima, respectivamente. Ver Figura 5.1.
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! &
. /n\;\': sup

Centro de gravedad | A e O PR PR
de la seccién bruta

Deformaciones unitarias debidas a
las acciones exteriores

Figura 5.1. Deformaciones unitarias en la seccion trasversal segun la hipdtesis de
las secciones planas

Sin embargo, no siempre es posible aplicar la hip6tesis de las secciones planas. ya
que existen zonas en las que, bien por cambios bruscos de geometria o bien por la existencia
de cargas concentradas, ninguna seccién plana permanece plana después de la deformacion.

En estructuras de hormigdn es necesario distinguir entre regiones B (de Bernoulli)
y regiones D (de discontinuidad). Las regiones B son partes de la estructura en las que se
puede aplicar la hip6tesis de las secciones planas. Las regiones D son aquellas en las que no
es valida dicha hipdtesis debido a la existencia de una distribucion de deformaciones
compleja y claramente no lineal.

Las figuras 5.2 y 5.3 son ejemplos de la division entre regiones B y D en
estructuras de edificacion y civiles, respectivamente. Las regiones D aparecen dibujadas en
tono oscuro y las regiones B en tono claro. Los valores hy, hy, ...corresponden a los cantos
de los elementos estructurales y by y b, a los anchos de alas.
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Figura 5.2. Division entre zonas B y D en una estructura de edificacion
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Figura 5.3. Division entre zonas B y D en una estructura de puente
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El disefio de las regiones B se fundamenta en la analogia de la viga para el calculo
de la armadura longitudinal y en la analogia de la celosia para el disefio a cortante. Estas
teorias se trataran en capitulos siguientes. Las regiones D, que se presentan en elementos
tales como las vigas de gran canto, apoyos, uniones viga-columna, encepados, zapatas, etc.,
se disefian mediante los métodos de bielas y tirantes.

5.2. MODELOS DE BIELAS Y TIRANTES

El método de bielas y tirantes consiste en la modelizacién de la region D mediante
una estructura de barras articuladas —plana o espacial-. Esta estructura articulada estara
compuesta por nudos, barras a compresion o bielas y barras a traccién o tirantes. Las bielas
estan constituidas por el hormigoén existente en la regién D y los tirantes por la armadura de
aportacion.

Las zonas discontinuas se pueden estudiar también mediante métodos de analisis
eléasticos, especialmente mediante técnicas con elementos finitos, a partir de los cuales se
puede calcular la distribucién de tensiones generada por las cargas concentradas. Estos
modelos tratan al hormigén como un medio continuo y, a partir del estado de tensiones, se
decide la posicién de la armadura. El objeto de la armadura es absorber las tensiones de
traccion —que no pueden ser resistidas por el hormigén-. Son numerosos los estudios
existentes en relacién a la distribucion de tensiones bajo cargas concentradas. Hay que
tener en cuenta que esta forma de proceder es precisa siempre que nos mantengamos en la
fase de pre-fisuracién. Por el contrario, en las fases de post-fisuracion y cedencia los
modelos de bielas y tirantes son mas fiables. De hecho, cuando la fisuracién es importante
las direcciones principales de compresion tienden a convertirse en lineas rectas, lo que hace
que el modelo de bielas y tirantes sea el mas adecuado.

En la figura 5.4 se muestran algunos modelos de bielas y tirantes para regiones D
en dos dimensiones. La figura 5.5 corresponde a un modelo espacial. Las lineas
discontinuas constituyen los elementos a compresion (bielas) y las lineas continuas
representan los elementos a traccion (tirantes).
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Biela
Tirante
Nodo

Figura 5.4. Modelos planos de bielas y tirantes
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©

Figura 5.5. Ejemplo de modelo espacial de bielas y tirantes. a) perspectiva de la
viga b) modelo de bielas y tirantes en el alma de la viga c) modelo de bielas y
tirantes en el ala de la viga.
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5.3. BIELAS Y TIRANTES

Las bielas son elementos a compresion y representan campos de tensiones en el
hormigoén de la region D. La tension principal de compresion esta situada en la biela del
modelo. La forma del campo de compresiones en la biela, siguiendo un modelo en dos
dimensiones, puede ser prismatico, en forma de uso o en forma de abanico tal y como se
puede ver en las figuras 5.6a, 5.6b y 5.6¢ respectivamente. Las bielas también pueden ser
reforzadas mediante armadura, denominandose en este caso bielas armadas. En la figura 5.7
se representan distintos tipos de bielas en una regién D tipica.
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Figura 5.6. Tipos bésicos de bielas en dos dimensiones. a) Prismatico, b) En forma
de uso, ¢) En abanico.

(d)

© © W @ HH (b)

>

Tt

—
—
—
—
—
—
—

Figura 5.7. Tipos de biela en una region D: a) Biela prismatica en zona no fisurada
b) Biela prismatica en zona fisurada y paralela a las fisuras c) Biela prismatica en
zona fisurada y no paralela a las fisuras d) Bielas en forma de uso con armadura
para control de fisuracién e) Biela en forma de uso sin armadura de fisuracion f)
Biela de hormigén confinado.
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Los tirantes son los elementos traccionados del modelo de bielas y tirantes. Los
tirantes representan generalmente a barras de armadura pasiva aunque ocasionalmente
pueden estar compuestos de armadura activa 0 campos de compresiones de hormigoén cuya
direccion principal de traccion vaya en la direccion del tirante.

Los nodos representan las zonas de la region D donde las fuerzas entre bielas y
tirantes se equilibran y, por tanto, los nodos estan sometidos a fuerzas multidirectionales.
Los nodos se clasifican atendiendo a los tipos de fuerzas que conectan. En la figura 5.8 se
representan los tipos de nodos mas comunes en dos dimensiones, C representa compresion y
T traccion.

Figura 5.8. Nodos bésicos. a) CCC, b) CCT,c) CTTyd) TTT

5.4. UNICIDAD DE LOS MODELOS DE BIELAS Y TIRANTES

El modelo de bielas y tirantes debe de estar en equilibrio tanto externo (fuerzas
aplicadas y reacciones) como interno (en cada uno de los nodos de la celosia que compone
el modelo). Para conseguir este equilibrio los tirantes se dimensionardn mediante armadura
pasiva o activa, también se dimensionara el ancho efectivo de cada biela y el nudo debera
dimensionarse para garantizar una resistencia suficiente. Es interesante que el modelo
interno de barras del método de bielas corresponda a una estructura isostatica, de tal forma
que solo sea necesario verificar el equilibrio entre los elementos de la celosia y criterios de
resistencia Gltima, no siendo necesario el célculo de deformaciones.

El método de las bielas permite resolver la regién D mediante distintos modelos,
todos ellos admisibles, un ejemplo de esto se puede ver en la figura 5.9. En el ejemplo de la
figura 5.9 se observa que existe una solucidn preferente: debido a la carga aplicada, la parte
superior de la viga es probable que desarrolle tensiones de traccion y, por ello, el modelo
con un tirante horizontal (figura 5.9a) es preferible al modelo de la figura 5.9b ya que éste
altimo solo resiste la traccion mediante barras inclinadas y, por tanto, desarrollara mayores
deformaciones.
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Es aconsejable optar por modelos que tengan tirantes de minima longitud ya que en

éstos las deformaciones seran menores. Ademdas, con objeto de evitar grandes

deformaciones, cuando se emplee el modelo de bielas y tirantes la deformacién de éstos

Gltimos se limitara al 2%o, lo que para el acero supone una f,y maxima de 400 MPa. Una

forma de obtener un modelo consiste en encajar las bielas y tirantes una vez conocida la

distribucion de tensiones a partir de un analisis lineal. No obstante es bueno darse cuenta

que al poner nosotros los tirantes obligamos a la pieza a trabajar de una forma determinada,

y posiblemente no coincidente con la distribucion de tensiones obtenida mediante un
analisis lineal.

Es conveniente que el angulo que forman las bielas y los tirantes que confluyen en
un nudo sea lo suficientemente grande como para que no se produzca incompatibilidad de
deformaciones. Por tanto, se evitaran los angulos pequefios.

Figura 5.9. Dos modelos biela-tirante estaticamente admisibles para una viga de
gran cango en voladizo bajo una carga vertical. a) modelo con menor deformacion,
b) modelo con mayor deformacion.

5.5. PROCESO DE DISENO

El proceso de disefio para aplicar el método de bielas y tirantes conlleva cinco pasos,
que se describen a continuacion. Estos pasos se muestran en la figura 5.10, que corresponde
a un ejemplo de disefio de una viga con apoyo a media madera.

PASO 1.  Definir las fronteras de la region D y determinar las fuerzas del contorno
(fuerzas de disefio) que provienen de las acciones exteriores y de las
fuerzas internas que actlan en las secciones del contorno de la region D.
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PASO 2.  Insertar un modelo de celosia para la region D, determinando las fuerzas
equivalentes del contorno y resolviendo la celosia.

PASO 3.  Seleccionar la armadura activa o pasiva necesaria en los tirantes y
comprobar que esta armadura esta convenientemente anclada en los nodos.

PASO 4. Evaluar las dimensiones de las bielas y de los nodos de tal forma que la
capacidad de todos ellos (tanto bielas como nodos) sea suficiente para
soportar la fuerzas de la celosia.

PASO 5.  Proporcionar suficiente armadura para asegurar el comportamiento ddctil
de la regién D.

PASO 1 PASO 2

Y
/7 \
/ \, //

S N PALV B
5 ) ]

PASO 5

*J’
“»,
Ll

Figura 5.10. Pasos a seguir en el proceso de disefio.
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Ejemplo en hormigdn armado

La figura 5.11 corresponde a un apoyo a “media madera” de una viga de 0.75x0.40
m. Este apoyo debe de transmitir una reaccion vertical de 250 kN y reaccion horizontal de
50 kN, ambas mayoradas. La reaccién se supone que actda a 50 mm del final de la viga. El
hormigon de la viga es del tipo HA-35 y el acero B-400-S. Para la resolucion se aplicara la
norma espafiola EHE.

L 100x100x15

0.40m
0.75m 213.75 kKN-m
50 kN
_____ R . - ——
Yt
50 kN
250 kN
0.35m 250 kN
5cm 10cm 0.75m |
< |

Figura 5.11. Apoyo a media madera.

1. Definir la regién D y calcular los esfuerzos de continuidad

La regién D se extiende un canto a partir de la discontinuidad asi que tendra
(15+75)=90 cm. Las fuerzas de la derecha corresponden a un momento de 250(0.90-
0.05)+50(0.40-0.75/2)=213.75 kN-m, a una fuerza horizontal de traccion de 50 kN y a un
cortante de 250 kN. Todos ellos representados en la figura 5.11.

2. Dimensiones del apoyo

Se ha elegido para el apoyo un angular de 100x100x15. La superficie del apoyo
sera de 400x100=40000 mm? y, por tanto, la tensién transmitida al hormigén es de:
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V, 250000
A, 40000

menor que 0.85-,;=0.85-35/1.5=19.83 N/mm?, luego la eleccion de las dimensiones del
apoyo han sido adecuadas.

=6.25 N/mm?

3. Eleccién del modelo

La geometria del modelo ha sido representada en la figura 5.12. La altura a la que
han de colocarse las barras BE y CF esta relacionada con la situacion del centro de gravedad
de la zona de compresiones, en el caso de la barra BE, y con el centro de gravedad de la
armadura de traccién, en el caso de la barra CF. Tomaremos 8 cm a partir de la parte
superior de la viga para la barra BE y 8 cm a partir de la parte inferior de la viga para la
barra CF. Se ha tomado 45° como el &ngulo de las barras CD y DE con la horizontal. La
barra BC se ha separado 15 cm respecto a la media madera.

B E 8cm
/.T\ /
/7 N /7
A /\47.20 40.2°/ N\ /

& N
50m® _____ _._._._._._‘_._._._/ _______
¢ /

50 kN /7
35 ‘ F
cm
250kN | C ./
10 cm
| 59 cm

[

5cm 15cm

Figura 5.12. Modelo de bielas y tirantes
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En la tabla siguiente se muestran los resultados de la resolucion de la estructura
articulada. Positivo corresponde a compresién y negativo a traccion.

Barra

AB

AD

BC

BD

BE

CD

CF DE EF

Axil (kN)

340.7

-281.5

-378.9

199.8

78.9

535.8

-378.9 | 353.4 | -250

5. Comprobacién de las bielas

Para comprobar las bielas se calculara el ancho de éstas y se comprobara si caben
en el espacio disponible. En el caso de almas de vigas sometidas a cortante, las bielas tienen
una resistencia de f;s=0.60f,;= 0.6-35/1.5=14 N/mmZ. Si el ancho de la viga es de 400 mm,
el ancho de cada biela viene dado en la tabla siguiente:

Barra AB BD | BE | CD DE
Axil (kN) 340.7 1 199.8 | 78.9 | 535.8 | 353.4
Anchura (mm) | 61 36 14 96 63

Representadas las bielas y sus anchos correspondientes en la viga (figura 5.13) se
puede concluir que éstos son aceptables.

B
¢ —— = — — =G

/

E

Figura. 5.13. Dimension de las bielas
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6. Disefio de los tirantes

La armadura necesaria en los tirantes se dimensiona a traccion Agnecesaria=Na/fyq-
Los resultados se resumen en la siguiente tabla.

Barra AD BC CF EF
Axil (kN) -281.5|-378.9 | -378.9 | -250
Armadura (mm?) | 810 | 1089 | 1089 | 719
Armadura 3020 | 5c@12 | 4820 | 4cD12
(mm2) (942) | (1130) | (1257) | (905)

7. Capacidad resistente de los nudos y anclajes

Todos los nudos tienen tirantes anclados y, por tanto, realizada la comprobacion de
bielas so6lo es necesario dimensionar el anclado de los tirantes. El tirante soldado al angular,
nudo A, requerira un ancho efectivo de:

No 281500
0.85f b  0.8535/1.5-400

35mm

y puesto que el ancho de placa disponible es de 100 mm, resulta suficiente. Para el nudo D
sera necesario disponer de una longitud de anclaje de 32 cm.

Lb,neta = Lb ﬂ AS = m¢2i = 922 @ =31.4cm.
As,real As,real 942

En el tirante CF, el nudo C necesita una longitud de anclaje de

Lb neta — Lb ﬂi = m'¢2 L =9-2° @ =31.19cm
’ As,real As,real 1257

9.6
Puesto que sélo hay disponible 15 + —\/E = 21.79 cm sera necesario afadir barras

que absorban la diferencia y la transmitan a la armadura del tirante CF. La diferencia es de

378.9kN—378.9%=114.2kN por lo que el &rea necesaria sera de

114200/(400/1.15) = 328 mm? que habra de ser suministrada en armaduras cuya
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longitud de anclaje sea menor de los 21.79 cm disponibles. Se dispondran 2@16 en forma
de U (cuya longitud de anclaje en U es de 13 cm).

Los nudos B y D del tirante BD necesitan una longitud de anclaje de

A = m.¢2.L =91.2° @

=8.74cm, de la que ya se
As,real As,real 1130

Lb,neta = Lb IB

dispone.

8. Otras consideraciones

Si el apoyo es tratado como ménsula corta, la EHE establece que ademas habra que
disponer armadura A, con objeto de mejorar la fisuracién y la ductilidad. Esta armadura
estard compuesta por cercos horizontales que verifiquen:

A - 0.20F,, 0.2:250000
N 400/1.15
Se puede disponer 1c¢@10 6 210 en forma de U.

=143.73 mm?

5 cercos @12 4 cercos @12
de dos ramas cada 5 cm de dos ramas cada 10 cm

—

| 2 @16 de montaje

|
2cercos @10 —] 2@10enU
17

—3 @20 Soldados al angular

2@16enU

4 @20

e — e —p——

Figura 5.14. Armadura
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Ejemplo en hormigén pretensado

1000 mm

| | |

T | |

|

200 mm —> <— 200 mm i

i

|

] i

2000 mm O I: I I

—— 4 placas de anclaje !

O |  200%x200 mm [ I :

—— agujero @50 mm i

O I: I :

— |

(o] I: I I

— i

|

[

200 mm :

|

v |
I

|
Figura 5.15. Zona de anclaje de una viga postesada.

En la figura 5.15 se ha representado la zona de anclaje de una viga postesada en
doble T. Cada tendén contiene 4 cordones de 13mm de diametro (4rea de 99 mm? cada uno)
del tipo Y1860-S7 cuya tension maxima es de 1860 MPa. Durante el tesado se ha alcanzado
el 75% de su tension maxima. La resistencia del hormigdn durante el tesado es de 34 MPa.
En este ejemplo se va a disefiar la armadura de la zona discontinua.

Calcularemos el armado de la zona como si pudiera desarrollarse toda la fuerza de
los tendones. P4=4-1860-99/1000=737 kN.

1. Definir la regién D y calcular los esfuerzos de continuidad

Al final de la zona de discontinuidad la tension en toda la viga serad constante siendo el
valor de la resultante sobre las alas y el alma de la viga:

= 4737000 2001000 = 819 kN

R
@~ 22001000 + 2001600

_ 4737000 2001600 = 2655kN =1310kN

R
ama " 5.200-1000 + 2001600
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La resultante correspondiente a la accién de los tirantes en el lado izquierdo de la
viga se puede representar mediante diversos sistemas de fuerzas, siempre que se verifique
que son estaticamente equivalentes. De entre todos los posibles sistemas de fuerzas
conviene adoptar el representado en la figura 5.16, para el cual las distancias al eje de las
fuerzas son 200 mm y 89 mm, como se puede ver en la figura 5.16.

! e 819 kN
! !
I 1
i 900 mm :
I ]
819 kN | 200 mm Qf_ 655 kN
= $ i 400 mm
655 KN e | | :
B3 R AR S S 2 ol
655 kN =——d=!| 5o mm :
r | '
1 | 1
819 kN L i g G55kN
I 1
! :
|
. a
I
: 2000 mm

Figura 5.16. Equilibrio externo.

El apoyo es de neopreno y no forma parte de la viga por lo que no se calculara en
este problema (en la practica habria que calcularlo).
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2. Eleccién del modelo y célculo de esfuerzos en bielas y tirantes

Para la divisién de fuerzas efectuada es facil plantear un modelo de bielas y
tirantes espacial.

h/2=1000 mm
ALZADO |
| Ee ® <——— 319 kN
i z !
A !
” F M
819 kN r A _ o — = — =0l 655kN
1 | 1
P :
E55 kN o | @ | :
_'—_._: ____________________________________________ e
655 KN e ! g.C\{ !
—f | | -~ \
819 kN - \;\ = = = = =Q@idg— (55kN
N
S (H !
I
2000 mm
PLANTA b/2=500 mm

! 1 250 mm
@ < 409.5 kN

Figura 5.17. Modelo de bielas y tirantes

Los nudos A, B, C y D constituyen un Gnico nudo y, por tanto, no se consideran
las barras que los unen entre si.
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En la tabla siguiente se resumen los resultados de la resolucién de la estructura
articulada. Positivo es compresion y negativo traccion.

Barra AE BF EF FG FM EQ | OR | QS
Axil (kN) 960 | 686 | -500 | -704 | 655 | 458 | -205 | 409.5

3. Comprobacién de las bielas

La comprobacién de las bielas consiste en el calculo del ancho y verificar si caben
en el espacio disponible. En el caso de almas de vigas sometidas a cortante, las bielas tienen
una resistencia de f,,;=0.60f.¢= 0.6-34/1.5=13.6 N/mm?. Si los anchos del alma y del ala son
de 200 mm,los valores del ancho de cada biela se resumen en la tabla siguiente:

Barra AE | BF |FM | EQ | QS
Axil (kN) 960 | 686 | 655 | 458 | 409.5
Anchura (mm) | 353|252 | 241|168 | 151

Representadas las bielas y sus anchos en la viga se puede concluir que son
aceptables, ver figura 5.18.

4, Disefio de los tirantes

La armadura necesaria en los tirantes se dimensiona a traccion A pecesaria=Na/fya. EN
este caso armamos con acero B-500-S pero como se estd aplicando la teoria de bielas y
tirantes la tensién maxima sera de 400 MPa.

Las bielas EF y FG se armaran igual ( no tendria sentido utilizar distinta armadura).

Barra EF FG QR
Axil (kN) -500 | -704 | -205
Armadura (mm?) | 1250 | 1760 | 512.5
Armadura 8cP12 | 8cD12 | 3cD12
(mm?) (1808) | (1808) | (679)

5. Capacidad resistente de los nudos y anclajes

El nudo bajo el anclaje es un nudo multicomprimido con un estado biaxial y su
tensién maxima admisible sera f4;=34/1.5=22.7 MPa. En este ejemplo la tensién existente
en el plano més desfavorable del nudo es:

4P,

—_"d___18.43MPa<f, =22.70MPa
4200200
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El resto de los nudos son nudos con tirantes anclados y, por tanto, realizada la
comprobacién de bielas sélo es necesario dimensionar el anclado de los tirantes. Para el
nudo E sera necesario disponer de una longitud de anclaje de 8.4cm, que en la configuracién
existente ya esta disponible.

=L,-B A = m-¢° -0.7-L = 12-1.22-0.7@ =8.36cm.
1808

Jsreal Jreal

L

b,neta

En los anclajes de piezas postesadas se suele tener en cuenta el efecto del
confinamiento del hormigén (el hormigdn resiste tensiones mayores que si no estuviera
confinado). El confinamiento se puede proporcionar mediante armadura transversal o por el
hormigén circundante no cargado. Una manera de evaluar el efecto del confinamiento del
hormigén circundante es aplicando la EHE, segln la cual la resistencia del hormigén en
estado triaxial es:

f3Cd = \’%fcd < 3'3fcd

donde A.; es el area neta donde actla la carga puntual y A es el &rea maxima no cargada,
concéntrica y homotética donde puede situarse A¢;. En este caso esto no es aplicable puesto
gue A coincide con A..

La mayor parte de los sistemas de postesado utilizan espirales debajo de la carga
para conseguir el efecto del confinamiento, logrando mayor capacidad que con el sistema
anterior. En nuestro caso se pueden colocar espirales.
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ALZADO

Ee

_III__III_._III__III_

< m O 0O

PLANTA

Figura 5.18. Ancho de bielas.
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ALZADO 8 cercos @12 cerrados
az25cm

A
\

1200 mm

3 cercos @12 cerrados
a30cm

Figura 5.19. Armadura.
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Ejemplo

La norma espafiola EHE diferencia entre zapatas rigidas y flexibles. Zapatas
flexibles son aquellas en las que se puede aplicar la teoria de flexion de la viga (hipotesis de
las secciones planas) y zapatas rigidas son aquellas que constituyen una region D y donde se
puede aplicar la teoria de las bielas. Calculemos la zapata cuadrada de la figura 5.20. En
primer lugar se calculan las dimensiones de la zapata para un Ng=500 kN y un My=50 kN-m,
considerando que la tensién méxima que admite el terreno es de 0.2 N/mm?, que la densidad
del hormigén armado es de 2400 kg/m® y que el espesor de zapata elegido ha sido de 1 m. Se
va a armar con acero B-400-S.

Ng
) /I\ M b)
[

0.16

Figura 5.20. Zapata cuadrada a) Tensiones sobre el terreno. b) Tensiones para el
calculo de armaduras

Imponiendo que la tensién méxima sea inferior a 0.2 N/mm? se obtendr4 el valor de
a. Hay que hacer notar que en esta ecuacion hay que afiadir el peso de la zapata, dado que
este peso carga sobre el terreno. Sin embargo, cuando se procede a armar la zapata no hay
que considerar el peso ésta. Esto es asi puesto que al colocar el hormigén fresco el suelo
soporta su peso pero dicho hormigén no genera esfuerzos en las barras de la armadura, La
ecuacion para obtener el valor de a es:

a
2 s 50-10°-=
o . =02 500000 +100(Z a“-24-10 N 2  a~1823mm
a iaA
12

Se adoptard a=2000 mm. Las tensiones méximas y minimas de compresion seran
0.16 y 0.09 N/mm?, respectivamente. Como hemos dicho antes, estas tensiones no son las
que se emplearan para el célculo de la armadura ya que para esto no se considerara el peso
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de la zapata. Sin embargo, en este caso ambas tensiones son practicamente iguales: 0.16 y
0.09 N/mm?.

Antes de proceder al célculo de la armadura por el método de las bielas, veamos
qué ocurriria si las acciones sobre la zapata fuesen Nq=200 kN y un My=120 kN-m.
Planteando la ecuacidn de la flexion compuesta tenemos:

a
2 o 120-10°-=
o . =02= 200000 +10002 a“-24-10 & a~1750mm
a ia4
12

lo que da una tensiones maximas y minimas de 0.200 y -0.069 N/mm?. Puesto que la zapata
no transmite tensiones de traccion al terreno, el planteamiento de la ecuacién anterior no es
valido siendo necesario plantear el siguiente sistema, en el que las incognitas son x y a.
(Figura 5.21)

0.2-a-x/2=200000 +a?-1000-24-10"° . X =1052mm
0.2-a-x/2-(al/2-x/3)=120-10° a =1901mm

0.2 I/
X

Figura 5.21. Incognita x

Volvamos al caso inicial correspondiente a la la zapata sometidas a unas acciones
exteriores de Ng=500 kN y My=50 kN-m. En la figura 5.20b se representan las tensiones
existentes cuando no se tiene en cuenta el peso de la zapata.. La norma EHE considera
zapata rigida siempre que el vuelo de la zapata sea menor de dos veces el canto de la zapata,
lo que en nuestro caso se cumple (se supone un pilar de 30x30 cm). El modelo biela-tirante
considerado es el siguiente:



Figura 5.22. Esque

Los valores de R
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ma de bielas y tirantes sobre una zapata

1d Y X Se obtienen planteando equivalencia de fuerzas y de

momentos de la mitad izquierda de la zapata. Con esos valores se plantea el equilibrio en el
nudo A para obtener la armadura necesaria de traccion.

0.16+0.09 _ a
Ry=—————-a-—+
2 2
0.16+0.09
Ry X, =~ ——a

A, -f,-0.85d =R X,

Se colocaran 810.
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CAPITULO VI

ANALISIS DE LA SECCION EN FLEXION

Autopista EX - A2. Badajoz.
Cortesia de JOCA. www.joca.es

6.1. INTRODUCCION

Hasta ahora se han estudiado las propiedades de los materiales que forman el
hormigon armado y pretensado: hormigon y acero. En los primeros capitulos se han
estudiado los materiales, hormigdn y acero, desde el punto de vista de sus propiedades
mecanicas. En este capitulo se estudiard el comportamiento conjunto hormigén-acero a
nivel seccion transversal.

El primer paso en el calculo de una estructura es modelizarla, para lo cual se
establece un sistema de referencia en el que la estructura queda definida
geométricamente por nodos y elementos. Algunos de esos nodos seran el vinculo de la
estructura al exterior. Cada elemento debe de estar definido por sus propiedades
mecanicas: areas, inercias, momentos estaticos, cantos, anchos... Ademas es necesario
fijar las propiedades mecanicas de cada material (acero y hormigdn): médulo de
deformaciéon, modulo de Poisson, coeficiente de dilatacion térmica, fluencia,
relajacion....
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Con el modelo de la estructura y con las cargas exteriores se puede realizar el
célculo de la misma. A partir del calculo estructural se obtendran los desplazamientos
en todos los nodos de la estructura y, a partir de éstos, las deformaciones, tensiones y
esfuerzos en todas las secciones transversales de cada elemento.

Con los resultados obtenidos del calculo de la estructura (esfuerzos y
deformaciones) se procederd a dimensionar' los elementos de hormigén armado y
pretensado de tal forma que resistan los esfuerzos flectores, axiles, cortantes y de
torsién que haya en cada una de las secciones y que cumplan las limitaciones de
deformaciones (flechas y fisuras).

Como ejemplo del comportamiento de un elemento estructural se analiza la
viga de la figura 6.1 en la que el momento flector es el esfuerzo predominante. A
continuacion se estudiaran las distintas fases por las que pasa esta viga hasta alcanzar la
rotura.

l l l J' J' J, Diagrama de momentos flectores

Figura 6.1. Viga sometida a flexion

Para una viga simplemente apoyada y sometida a una carga de valor constante por
unidad de longitud p (figura 6.1), el maximo momento se produce en el centro de luz
(pL?/8). A medida que aumenta la carga p la viga pasaréa por varias fases hasta su rotura
(figura 6.2):

- Fase de pre-fisuracion: comprende desde que p vale 0 hasta el valor de p para el
cual la fibra mas traccionada alcanza el valor de la resistencia a traccion del
hormigén fi,. Al momento flector que provoca esta traccion se le conoce como
momento de fisuracion.

Mie =fom -W

(6.1)
f,. =0.303/f2

fis

! Para iniciar el célculo es necesario suponer unos valores iniciales en las dimensiones
de los elementos, es lo que se denomina predimensionado. La practica es la mejor
herramienta para predimensionar. El célculo de una estructura suele hacerse con las
propiedades mecanicas de las secciones brutas. El apartado 9.2 de este libro esta
dedicado al anélisis estructural.
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donde W es el médulo resistente a traccién de la seccion (W = momento de
inercia/distancia maxima a la fibra neutra en la zona de traccién). En este estado las
tensiones son tan pequefias que se puede considerar que se esta en régimen lineal.
El mddulo de deformacién longitudinal del hormigén en esta fase es Egp
(ecuaciones 3.4 y 3.5). EI momento de inercia, en esta fase, sera el de la seccion
compuesta por hormigén y acero (aunque en algunos casos basta con emplear el
momento de inercia de la seccion bruta).

- Fase de fisuracion lineal: en esta fase el hormigdn a traccién se ha fisurado. El
momento de inercia en las secciones fisuradas ha cambiado respecto al de la fase
anterior. EI hormigén fisurado no trabaja a traccion en las secciones fisuradas y hay
que ignorarlo en el célculo de la inercia. Si la maxima tension de compresion en el
hormigén es suficientemente pequefia, menor de 0.45f;, la ley de distribucion de
tensiones se puede considerar lineal, esto es, se cumplira la ley de Navier (e=My/I).
El mddulo de deformacion longitudinal del hormigdn en esta fase coincide con el
de la fase anterior.

- Fase de prerrotura: se produce cuando las tensiones del hormigon se aproximan a
0.85f¢. La distribucion de tensiones ya no es lineal sino que el diagrama de
tensiones se curva (ver figura 6.2).

- Fase de rotura: este estado se produce cuando la seccion de hormigon se ha
agotado completamente y se produce la rotura a compresion del hormigén y/o a la
rotura a traccion del acero. En esta fase, como en la fase anterior, se pueden
emplear diagramas simplificados para el comportamiento del hormigdn como el
diagrama parabola-rectangulo o el diagrama rectangular del hormigén.

Puede que la viga no pase por todas estas fases. En una viga poco armada el acero
puede romper antes de que el hormigoén alcance tensiones elevadas, en este caso la
rotura se produciria entre las fases de fisuracion lineal y de prerrotura. Si la cantidad de
acero fuese muy reducida, la viga podria romper entre las fases de prefisuracion y
fisuracion lineal lo que significa que el acero no seria capaz de resistir ni siquiera la
resultante de las tracciones que el hormigoén deja de resistir cuando fisura. Esta Gltima
posibilidad viene limitada por todas las normas debido al peligro que esta situacion
conlleva por ser una rotura sin aviso previo (limitacién de cuantia minima mecéanica).
En el caso de una viga excesivamente armada, se produciria una rotura fragil del
hormigén, sin ningun tipo de aviso previo, presentandose solo las fases de pre-
fisuracion y de rotura. Por tanto, para que se presenten todas las fases descritas
anteriormente debe de existir un armado determinado.

Para calcular una viga se ha de comprobar que no se rebasaran los Estados Limite
Ultimos ni los Estados Limite de Servicio, vistos en el capitulo 2. En la viga de la figura
6.1 se debe comprobar el ELU de agotamiento frente a esfuerzos normales y cortantes,
y los ELS de fisuracion y de deformacion.

El agotamiento frente a esfuerzos normales se debe de comprobar en todas y cada
una de las secciones transversales de cada elemento, de forma independiente. Cada
seccidn debera resistir los esfuerzos a los que se encuentra solicitada, siendo necesario
comprobar que no se llega a agotar en rotura. Por el contrario, el estudio de
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deformaciones y de fisuracion se realiza a nivel de todo el elemento, siendo necesario
comprobar que no se superan unas determinadas flechas o un determinado ancho de
fisura. Un ejemplo de la diferencia entre estudio a nivel seccional (agotamiento) y
estudio a nivel global (deformacion) se puede ver en una cadena: una cadena rompera
por el eslabdn més débil (habra que comprobar aisladamente eslabdn por eslabon) pero
para estudiar su deformacion hay que sumar lo que deforman todos los eslabones.

En este capitulo nos centraremos en el estudio de secciones sometidas a tensiones
normales, 0 sea, dados unos esfuerzos normales (axil y momento) se comprobara cémo
se comporta una seccion transversal: su deformacion unitaria, su resistencia y
dimensionamiento.

6.2. HIPOTESIS FUNDAMENTALES A NIVEL SECCION
Las hipétesis fundamentales para el estudio del hormigon a nivel seccidn son:

1. Distribucion lineal de deformaciones. Para regiones B (definidas en el capitulo
anterior) esta hipétesis, también conocida como hipotesis de las secciones planas
o de Bernoulli, est& suficientemente contrastada incluso hasta la fase de rotura.
La deformacion del acero pasivo y del activo adherente (preteso y posteso) se
considera que es la misma que la del hormigén situado en su misma fibra. Si
bien, como veremos, el acero de pretensado tiene una predeformacion.

2. Curvas de comportamiento de los materiales, ya estudiadas en el capitulo 3.

3. Para cualquier seccion, tanto en elementos de hormigdn armado como de
hormigén pretensado, debe de haber equilibrio entre las resultantes de las
tensiones de hormigon y acero y los esfuerzos exteriores. Este tercer punto no es
una hipotesis; no obstante, junto con los dos puntos anteriores, constituyen las
herramientas basicas para el estudio de la seccion.

Distribucion lineal de deformaciones

Esta hip6tesis es conocida como hip6tesis de las “secciones planas” o de
Bernoulli. Como ya hemos dicho, conocidas las deformaciones de dos puntos? queda
definida la distribucion de deformaciones en toda la seccion. Las dos deformaciones de
referencia pueden ser o bien las deformaciones en las caras superior e inferior (&uyp Y &int
respectivamente) o bien la deformacion en el centro de gravedad &4 y la curvatura 4,
ver figura 6.3.

La curvatura es la rotacién experimentada por la secciéon por unidad de
longitud. Si se representa la deformacion en términos de deformacién por unidad de
longitud (&), el gradiente de & en una seccion serd la curvatura (¢), como se puede
apreciar en la figura 6.3.

2 Dos puntos en modelos en 2D y tres puntos para modelos en 3D.
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DEFORMACIONES
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Figura 6.2. Hipdtesis de las secciones planas
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Figura 6.3. Distribucion de deformaciones

La deformacion del hormigén en una fibra situada a una distancia y del c.d.g.
es (ver figura 6.3):

Ec = Ecag TOY (6.2)

la deformacion del acero pasivo es:
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Es =Egqqg TPY (6.3)
y la del acero activo:

&y = &g TPY —Ag, (6.4)

donde Ag, es la diferencia de deformacion del acero de pretensado, que debe de ser
determinada en funcion del proceso de pretensado que se realice. En la formulacién
anterior se ha considerado deformacidn positiva la de compresion y curvatura positiva
la que produce tracciones en la parte inferior de la seccién transversal.

Ecuaciones de equilibrio

El estado de tensiones existente en cualquier seccién debe de generar los
esfuerzos que la solicitan, ya sean de disefio (en ELU) o caracteristicos (en ELS). En el
caso de flexién compuesta se ha de verificar que:

N =3N = [o.dA + [oldA - [0, dA, - [o,dA,
A A A Ay (65)
M=M= jocydAc + J'a;ydAg + J.osydAS + _[apydAp
Ac Als As Ap

En las ecuaciones anteriores se ha considerado positivo el esfuerzo axil de
compresion y el momento que introduce compresiones en la parte superior (ver figura
6.4).

Distribucién tensional generada por las
fuerzas exteriores

Figura 6.4. Distribucion de tensiones
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6.3. COMPORTAMIENTO DEL HORMIGON A TRACCION

Como se ha comentado anteriormente, el hormigén es un material que resiste
muy poco a traccién y que, por tanto, rompe bajo tensiones de traccion pequefias (fq).
Sin embargo, para deformaciones de traccion superiores a la correspondiente a la
tension de traccién f la contribucidn del hormigén no es despreciable: veamos lo que
esto Gltimo significa.

Consideremos la barra de la figura 6.5 cuya seccion transversal esta constituida
por un cuadrado de hormigdn con una barra de acero situada en el centro de la seccién.
Si sometemos al conjunto a una solicitacion de traccion se obtiene la grafica axil-
deformacion longitudinal unitaria de la figura 6.5.a. En linea discontinua se ha
representado la contribucion del acero en la deformacion media experimentada por la
barra (conjunto hormigdn-acero).

Carga de primera

“N grieta
N ,f/':____T
o N, —— —>N;
/
’ N v
|V / IN$ Ny
// ANV
Naf~ A
v b PR v v v RN
/ N 2 AN A\ /\ 2
7N _
—d . — — ~—\] 1NQ
8 —
a b

Figura 6.5. Contribucion del hormigén a traccion

Una vez que aparece la primera grieta el hormigén deja de contribuir en la zona
de la grieta pero continda contribuyendo en las zonas entre grietas. La figura 6.5.a
representa la contribucion media del acero (linea discontinua) y del conjunto hormigén-
acero (linea continua). La figura 6.5.b representa el reparto de la accion exterior, pero a
lo largo de toda la barra, para los valores del esfuerzo axil de tracciéon N; y N, indicados
en la figura 6.5.a. La deformacion total experimentada por la barra, ain cuando existan
numerosas grietas, es menor que la que experimentaria la barra de acero aislada.

Justo antes de que se forme la primera grieta, la tension del hormigén era de f
y la deformacion & Cuando se forma la primera grieta la tensién media de traccion en
el hormigén disminuye y decrecera tanto mas cuanto mas grietas haya, o sea cuando &
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aumente (& calculada como valor medio en toda la barra). Se puede adoptar la siguiente
expresion como valor de la resistencia media del hormigén a traccion®:

ot (6.6)

Oy =——F7—
' 1+,/500¢,

o Coeficiente en funcidn de la adherencia acero-hormigon
1 para barras corrugadas
0.7 para barras lisas, cables y cordones con muescas
0 para barras sin adherencia

o Coeficiente en funcion del tipo de carga
1.0 para carga no ciclica rapida
0.7 para carga de duracion o repetitivas

al fendmeno de la contribucion a traccion del hormigon se le denomina tensorrigidez.

La tensorrigidez no afecta a toda el area de la seccion transversal sometida a
traccion sino sélo a una parte situada en el entorno de la barra de acero. Al area afectada
se le denomina érea eficaz. Se considera que el &rea eficaz (Aceficar) €S la zoOna
rectangular en torno a la barra a una distancia no superior a 7.5.

Para cargas de corta duracion el modelo planteado por el EC2 (ecuacion 3.8) o
por la norma EHE puede ser complementando por la ecuacién 6.6. Veamos un ejemplo.

5 El Codigo Modelo CEB-FIP (1990) propone una expresion distinta para el mismo
fenémeno. Por simplicidad, hemos optado por adoptar el modelo de Vechhio y Collins
(1986).

En el anejo al capitulo 7 de este libro se han presentado otras expresiones de la
tensorrigidez mas actuales.
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6.4. EJEMPLO DE RESPUESTA A CORTO Y LARGO PLAZO

La figura 6.6 corresponde a una viga pretensada pretesa de seccién rectangular

de 200x100 mm, fabricada con hormigén HP-45 y con dos alambres de acero Y1670C
de @7.

100 mmi

| ; | _ HP-45 IZ)I_qurmacio‘lnes
: fon=45+8= 53 N/mm’ ; 8
i fom=0.3fu”°=3.8 N/mm’ ; ik
i 200mm  A,=77 mm? \ I y
! ' . b
el oo |- :

17.5@
17.5@

\ Zona de

—

v influencia -

€

Figura 6.6. Viga pretesa. Deformaciones

Optamos por una tension de pretensado de 1200 N/mm? lo que provoca una
deformacion A, de 0.006. Como diagrama tension-deformacion para el hormigon se
empleara el siguiente modelo combinado:

- ecuacion 3.8 para cargas instantaneas que generen tensiones de compresion, o
bien que generen tensiones de traccidn cuya deformacién sea menor de fey, /Ee.
-y ecuacion 6.6 para cargas instantaneas que generen deformaciones en traccion

mayores que la de rotura (fom /E.):

Asi pues, el diagrama tension-deformacion del hormigon para este ejemplo
queda de la siguiente forma:

50[ g(N/mm?)
40
30
20 HP-45
10
€
-0.001 0.001 0.002 0.003

Figura 6.7. Diagrama tension-deformacion del HP-45 para cargas de corta
duracion
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El diagrama de calculo correpondiente al acero de pretensado es el propuesto
por el Eurocddigo 2 (figura 3.26 del capitulo 3).

Las deformaciones unitarias en la seccion se plantean como =&yt dy, siendo
¢ la deformacion a una altura y, &qq¢ la deformacion en el c.d.g. de la seccién y ¢ la
curvatura. Las ecuaciones de equilibrio para este ejemplo son muy sencillas: N.+N,=0
y M=M. Siendo N el esfuerzo axil existente en el hormigén, N, el esfuerzo axil
provocado por los alambres de pretensado y M. el momento producido por las tensiones
existentes en el hormigdn. M es el momento exterior que solicita la seccidn.

La resolucion del problema se ha efectuado con ayuda del programa
Mathematica® y se ha operado de la siguiente forma: se fija un valor de &q4 inicial y
vamos variando ¢ hasta hacer verificar la primera ecuacién de equilibrio (equilibrio de
axiles), de la segunda ecuacién de equilibrio obtenemos el momento exterior M, y asi
con varios gcdg“. Los resultados se recogen en la tabla 6.1 y el diagrama Momento-
curvatura es el representado en la figura 6.8.

En la tabla 6.1 se indican los valores de la deformacién unitaria en el centro de
gravedad de la seccion (&qg), las tensiones en las fibras superior e inferior, la curvatura
y el momento resultante.

Tabla 6.1. Valores de deformacion y momentos

&cdg Osup Oinf ¢X103 M
x10° MPa MPa (rad/m) kKN-m
0.10 15.50 -2.00 3.15 6.75
0 21.50 -1.70 5.95 8.30
-1 39.90 -1.17 22.68 10.29
-2 47.10 -0.99 36.52 10.51
-3 51.07 -0.89 49.77 10.60
-3.4 52.02 -0.85 55.00 10.63
-4.0 52.84 -0.81 62.79 10.65
-4.4 53.00 -0.79 67.98 10.67
-4.8 52.83 -0.77 73.16 10.68
-5.0 52.62 -0.76 75.76 10.68
-5.4 51.93 -0.74 80.97 10.69
-6.0 50.13 -0.71 88.85 10.69
-6.4 48.81 -0.70 94.16 10.68
-6.8 45.84 -0.68 99.56 10.67

* Se podria haber empleado otro método (Newton-Rapson, biseccidn, ....)
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Momento (KN-m)
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10 -
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Curvatura (rad/m)x1000

Figura 6.8. Diagrama Momento-curvatura
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Listado de entrada para Mathematica®

(+ MODELIZACION DE LOS MATERIALES:)
fck = 45;
fotn = 0.3 T2 ;
fom = fck+ 8;
ecl = H]0.0007 for®® < 0.0028, 0.0007 for-*, 0.0028] ;
ecu = 0.0035;
nle ] =e/eCl;

fom 03
Ecm = 22000 (ﬁ) -
eCl

fpk = 1670;

eud=0.02;

etk = eud s 0.9;

vS=1.15;

fpd = 0.9 fpk/ ¥s;

Ep = 200000;

2ep = 0.006;

xn[x] ~npg?
1+ (k-2 n[x]
Interseccion = {x/. Interseccion[[1]11};

ect = Interseccion{{1]];

Interseccion = Flatten| FindRoot| fom = -foim, (X, 0, -0.0013]];

oC[X ] := Piecewise[{{--

i

- 5 X< sCt}, {

op[x_] := Piecewise[{{Epx, 0= xs fpd/ Ep}, {fpd+

Plot{ocrx), {X, -0.001, 0.004}7;

Plot[op[x], {X, 0, 0.02}, PlotRange - {0, Tpk}1;
(«EQUELEBRIOx)

ecdg = -0.0068

¢ = 0.00009956

ep = aep- ecdg

Np =77 op[ep]

100
Jmloocc:[eodg +¢y] dy - Np

glos]
| 2oy octecdg o1 ay
~100
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El interés que pueda suscitar el hecho de resolver este mismo problema para
esfuerzos de caracter permanente es relativo debido a que los esfuerzos maximos
aparecen solo en espacios de tiempo muy reducidos.

Para cargas de larga duracion los fenémenos de fluencia y retraccion en el
hormigén (y de relajacion en el acero) hacen que las graficas momento-curvatura sean
diferentes de las obtenidas para cargas instantaneas (figura 6.8). Continuemos con el
ejemplo para entender esto Gltimo.

Se supone que el hormigén se carga a los 28 dias y que la evaluacion de la
tension se realiza a los 10000 dias. Durante todo el proceso (desde los 28 dias hasta los
10000 dias) la carga se ha mantenido constante, con una humedad relativa del 60%.
Aplicando la férmula de la fluencia (apartado 3.4) se deduce que el coeficiente de
fluencia () es de 2.52. Para este caso el modulo de deformacion longitudinal inicial del
hormigén es de 37500 N/mm?, valor que se ve afectado a largo plazo por el efecto de la
fluencia. Aplicando la férmula de la fluencia se obtiene el valor del modulo de
deformacion longitudinal inicial del hormigon a 10000 dias.

E, 37500

C

cef — = =10653 N/ mm?
’ 1+ 1+2.52

Las féormulas de la fluencia de la EHE pueden ser empleadas s6lo cuando la
tension del hormigén es menor de 0.45f,, (en nuestro caso 0.45f,, =23.85 MPa).
Teniendo en cuenta esta limitacion, solo se podra utilizar el médulo de deformacion
longitudinal inicial antes deducido (10653 N/mm?) cuando las tensiones sean inferiores
a 0.45f,. Para el célculo del diagrama tension-deformacion a largo plazo se necesita
conocer el valor de la resistencia media afectada por el cansancio del hormigdn:
0.85f,=45.05 MPa y 0.85f,=3.23 MPa. Con estos datos se puede calcular el diagrama
tension-deformacion del hormigdn hasta una tension de 0.45f.,: linea continua de trazo
grueso en la figura 6.9. Para el célculo de la fluencia con valores de tension de
compresion superiores a 0.45f, se puede emplear la expresion exponencial del
Eurocodigo 2 (ecuacién 3.19): linea punteada en la figura 6.9.

50| o (N/mm?) HP-45
40 ﬂ
Corto plazo
30 IR
" =~ Largo plazo
20
10
-0.001 0.001 0.002 0.003 0.004

Figura 6.9. Diagramas para el hormigén HP-45 a corto y largo plazo
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Otro factor a considerar para evaluaciones a largo plazo del hormigon es la
retraccion. Aplicando el apartado 3.5, el valor de la retraccion (& ) en este problema es
0.42x10°. La retraccion se tiene en cuenta en la ecuacion de compatibilidad de
deformaciones. Si suponemos que la retraccion es constante en toda la seccion se
obtiene la siguiente ecuacién de compatibilidad de deformaciones:

gc :gcdg +gcs +¢y

Se admite que la pérdida por relajacion para el acero de pretensado es del 3%,
(que es la obtenida de aplicar la formulacion del apartado 3.10 para 10000 dias). El
nuevo médulo de deformacion longitudinal del acero, Ej.r, sera 0.97-200000=194000
hasta 0.7-f, (segin el modelo de la EHE). Para tensiones mayores que 0.7-f, se emplea
la ecuacion 3.27, sustituyendo el valor de E, por E, ¢ (modelo de la EHE para el acero
de pretensado).

Como en la resoluciéon a corto plazo, el problema se puede resolver por
iteraciones. La respuesta a largo plazo se puede ver en la figura 6.10, en la que tambien
se ha representado el resultado obtenido a corto plazo (en este caso se ha resuelto
empleando el modelo de acero de la EHE). En esta figura se observa que el diagrama a
largo plazo no presenta valores para curvaturas mayores de 0.02 rad/m debido a que
estas curvaturas corresponden a tensiones en la seccion superiores a 0.45f, (limite de
validez de las férmulas de la fluencia empleadas por la normativa esparfiola).

12 4
10 -

/

R AN |
~ -

Momento (kN-m)
(o]

Corto plazo
2 Largo plazo
O T T T T 1
0 10 20 30 40 50

Curvatura (rad/m) x 1000

Figura 6.10. Diagramas Momento-curvatura a corto y a largo plazo.
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Conocido el diagrama momento-curvatura puede obtenerse el giro entre dos
secciones cualesquiera:

oF = ["¢ dx

Aplicando el segundo teorema de Mohr, o integrando la ecuacién de la elastica,
se puede deducir la deformacion en cualquier punto de la viga tal y como se vera méas
adelante en el capitulo X.

6.5. APROXIMACION LINEAL EN FASE DE PREFISURACION

En fase de prefisuracion (antes de que el hormigén fisure) la relacién tension-
deformacion se puede considerar lineal y, por tanto, las ecuaciones resultan mucho mas
simples que las del apartado anterior.

Las deformaciones, como hasta ahora, tienen una distribucion lineal tal y como
se deduce de la figura 6.3 y de las ecuaciones 6.2, 6.3 y 6.4, que volvemos a plasmar
aqui:

gc = gcdg + ¢y
& = gcdg + ¢y (67)

&y = &g TOY —Ag,

La deformacion puede ser tensional o atensional. La deformacidn de retraccion

(&s) y la deformacion térmica son atensionales. En el caso de que s6lo consideremos
estas deformaciones atensionales se tiene que:

— O-c
gc - gcs + gcAT +

E.
Os
& =équr T — ©8)
E,
Gp
£, = Epur + ==
P

La relaciones tensidn-deformacion de los materiales (hormigon, acero pasivo y
acero de la armadura activa) se representan graficamente en la figura 6.11.
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O¢ Os Gp
EC Es Ep
€ &s Ea
Ecstecat EsAT EpAT
[<—>| <1 <l

Figura 6.11. Relaciones tensién-deformacion

La ecuacién de equilibrio de axiles, tal y como se hizo en las ecuaciones 6.5,
se plantea integrando sobre la seccion transversal,. Si se emplean las aproximaciones

lineales de la figura 6.11 y se tienen en cuenta las ecuaciones 6.7 y 6.8, la ecuacion de
equilibrio de axiles sera:

N=2N = J‘Ec(gcdg +¢y — & et )dAc + J‘Es(gcdg +¢y RN )dAs +
A A

+ IEp(gcdg +PY —Ag, — g, JAA, =

Ap

E E E E
=Ecgcdg[Ac +EA +E—pAp}+EC¢ [ydA, +E—SjydAS +E—pjydAp _
c A

c c A c A

| [Eo(6es +E0ar JIA, + [Ey(e0s )AA, + [E (A, + 2,01 )dA,
A A A

P

El primer corchete de la Gltima igualdad de la ecuacion anterior es el valor del
area homogeneizada de la seccién (homogeneizada en hormigén). Si se toma el origen
de la variable y en el c.d.g. de la seccion homogeneizada el segundo corchete se anula,

puesto que es el valor del momento estatico de toda la seccion. Teniendo esto en cuenta,
la ecuacion anterior queda:

N-N,
gcdg = W (6-9)

siendo:

N, =— jEc(ch + &7 )AA, + IES(gsAT YA, + IEP(AEP + Epar )dAp
A A A

P

La ecuacién de equilibrio de momentos toma la forma:
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M=M= IEcy(gcdg +¢y —&cs €t )dAc + IEsy(gcdg +¢y RN )dAs +
A A

+ [EpY(6ug +8Y — s, — £, A,

A

que se puede expresar como:

4= '\I’;_IMO (6.10)

¢ hom

donde My es:

My =-— jEcy(é‘cs + &7 JHA, + jEsy(gsAT YA, + JEpy(A(c"p +&pur )dAp
A A A

P

De las ecuaciones 6.9 y 6.10 deducimos que los valores Ng y Mg son los valores
de axil y momento al que debe someterse la seccién para que la deformacién y la
curvatura sean nulas. Ambas ecuaciones dan lugar a graficas momento-curvatura y axil-
deformacion lineales, como se puede ver en la figura 6.12:

A AM

N
J EcAhom J Eclhom

_ Mo
$ No chg ¢

v

Figura 6.12. Gréficas axil-deformacion del cdg y momento-curvatura
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Ejemplo —respuesta a corto plazo-

Consideremos la seccién transversal de una viga de hormigén pretensado
representada en la figura 6.13.

HP-45
200mm - A= 6 cordones Y 1860 S7 de
w~ 15.2 de didmetro
soomm  Pérdidas a corto + largo plazo = 20%

—— e e e e 00 200 mm

Figura 6.13. Seccion transversal del ejemplo

El area de la armadura pretesa es A,= 6-140=840 mm% La viga esta
inicialmente tesada al 70% de f: P;=0.7-1860-840=1093680 N. La viga estad sometida
inicialmente a su peso propio mas el hormigoén fresco de una losa de 25 cm de espesor.
Ambas cargas producen un momento en la mitad del vano de 245 kN-m. Inicialmente
vamos a suponer que no hay deformaciones atensionales (esto es, ni fluencia, ni
relajacion, ni retraccion, ni cargas térmicas).

En primer lugar procedemos a calcular las caracteristicas de la seccion
homogeneizada:

E
n=-"1 190000 _ 5.06 > n-1=4.06

E. 10000%/45+8
A, =2-400-200 +120-300 + 4.06 - 840 = 199410 mm?

400-200-600+120-300-350 +400-200-100 + 4.06 -840 - 50
= =345mm

Yeag 199410

lhom = 5400 -700° —é280~3003 +4.06-840-300% —199410 - (350 — 345)* =1111x10" mm*

hom

El siguiente paso consiste en calcular los valores de No y My. En el célculo de
No, puesto que todas las deformaciones atensionales son nulas, la tnica deformacién que
interviene es As,. El valor de Ny queda:

N, =—[E,Az,dA, =—E Az A, = ~190000 Q71880 g/ _ _1093.7KN
A 190000

P
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Como era de esperar, dado que no existen deformaciones atensionales, -N, coincide con
la fuerza de pretensado.

El valor de My es:

0.7-1860

-840-(345 -50)=322.6kN -m
190000

M, = —[E YAz, dA, =E Az A (Y —Y,) =190000 -
A

P

El siguiente paso consiste en calcular, para las acciones exteriores
consideradas, el valor de las deformaciones y de las tensiones:

CN-N, 1093680

fry = E =1.46-107
“ EcAwn  100003/45 +8 -199410
~M-M,  (245-322.6)-10°

¢ = =-1.86-10"" rad /mm

E.l,, 100003/45+8.1111-10"

Los diagramas de deformaciones y de tensiones en la seccion de momento
maximo son los siguientes:

2
8.00x10° 3.0 N/mm

21.02x10° 7.9 N/mm?

Figura 6.14. Deformaciones y tensiones en el hormigén

El momento maximo a corto plazo (M) que origina la tension de traccion que
agota el hormigon (f.»=3.80 N/mm?) se deduce de la siguiente expresion:

Ecag TP Yint = fICE‘m — ¢$=7.165-10"rad/mm —

C

> M, =M, +4E,,, =621.6kN-m

clhom

Por Gltimo, veamos cdmo queda la armadura de pretensado en el proceso a
corto plazo cuando el momento maximo es de 245 kN-m.

0.7-1860 _

g, =6y +#Y —As, =1.46-10"* —295.(~1.86-10") - 190000 =-6.65-10

p
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La tension correspondiente es de 1264 N/mm? lo que supone una pérdida
respecto a la tension inicial de pretensado de un 3%..

Ejemplo —respuesta a largo plazo-

A continuacién procedemos a calcular la respuesta lineal a largo plazo, para lo
cual se consideraran los fenémenos de retraccion (,=0.42x10%) y fluencia (¢p=2.5) en
el hormigén y el fenémeno de relajacion en el acero (3%). EI momento exterior es 245
kKN-m.

En primer lugar se han de calcular las nuevas propiedades de la seccion
homogeneizada. Como veiamos en el apartado anterior el médulo de deformacion
longitudinal del hormigdn varia debido al fenémeno de fluencia y el nuevo mddulo E
tiene un valor de:

EC
1+ ¢

E =10732N/mm?

c.ef =

Debido a la relajacion se produce una variacion en el médulo de deformacion
longitudinal del acero (apartado 3.10) cuyo valor es Eye = 0.97-190000 = 184300
N/mm?. Con estos datos procedemos a calcular las caracteristicas de la seccion
homogeneizada:

E,e 184300
T E.., 10732

=1717 > n-1=16.17

c.ef

A, =2-400-200+120-300 +16.17 - 840 = 209583 mm?

hom

yo - 400-200-600 +120-300-350 + 400 - 200 -100 +16.17 - 840 - 50
e 209583

=331mm

1 1

lhom = 5400 -700° - 5280 -300° +16.17-840- 3007 — 209583 - (350 — 331)* =1195x10" mm*

hom

El siguiente paso consiste en calcular los valores de Ny ¥ M. Si no se
consideran las deformaciones por temperatura (las deformaciones que intervienen son la
de retraccion y Ag,) el valor de No queda:
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No = = [Eqeré0A, = [EpAg,dA, = —E, & A —E, 4 Ag, A, = ~1940.5kN
A A
My == [Eqo¥e0A, — [E,yAg,dA, = —E ;2 A, (350 —331) +
A Ap

+E o A6 A (Yeag —Yp) =281.2kN -m

El siguiente paso consiste en calcular, para la accion exterior considerada,
momento de 245 kN-m, el valor de las deformaciones y de las tensiones:

_ N-N, _ 1940500 o o0 iq

& =
“ E . A., 10732.209583
_ M-M, (245-281.2)-10°
E,.l 107321195 10’

c.ef "hom

=-2.82-10" rad /mm

¢

Los diagramas de deformaciones y de tensiones correspondientes a la seccion
de momento maximo son los indicados en la figura 6.15:

2
7.60x10™ 8.14 N/mm

9.56x10™ 10.26 N/mm®
Figura 6.15. Deformaciones y tensiones en el hormigén a largo plazo
La deformacidn a largo plazo en el tenddn es:

0.7-1860
190000

£, = Eoqg +#Y — A, =8.63-107 —281.(-2.82-107) - --5.91.10°

p

Esta deformacién ocasiona una tension en el tendén de 1089 N/mm?, lo que
representa una pérdida del 11.4% respecto al pretensado inicial.
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6.6. AGOTAMIENTO FRENTE A SOLICITACIONES NORMALES

Comprobar una viga o un pilar a E.L.U. de agotamiento frente a solicitaciones
normales mediante el planteamiento del apartado anterior no es préctico ya que, como
se ha visto, la obtencién de la respuesta a largo plazo ha resultado excesivamente
compleja.

Tal y como se ha apuntado al principio del capitulo, el estudio del agotamiento
frente a esfuerzos normales y flectores se realiza a nivel de la seccién. Las hipétesis
adoptadas para el estudio del comportamiento a nivel seccion han sido: linealidad de
deformaciones, comportamiento del material segiin modelos de agotamiento (capitulo
3) y equilibrio en la seccién.

En agotamiento existe la posibilidad de emplear diagramas de calculo tension-
deformacion para el hormigén diferentes al empleado en el apartado anterior. En el
capitulo 3 se presentaron el diagrama rectangular, parabola-rectangulo y bilineal como
diagramas apropiados para el estudio de la seccion en agotamiento. Estos diagramas
tienen la ventaja fundamental de la facilidad de uso y de que consideran el fendbmeno
del cansancio del hormigén, si bien sélo se pueden aplicar en estados de rotura.

Para el acero se emplearan los diagramas especificados en el capitulo 3. Estos
diagramas tensién-deformacién son los mismos que los considerados en el apartado
anterior.

Figura 6.16. Seccion transversal

Para el estudio de la seccion transversal A-A de las figuras 6.16 y 6.17 se
empleara la siguiente nomenclatura: d es el canto Gtil o distancia de la fibra superior al
centro de gravedad de la armadura traccionada, d’ es la distancia de la fibra superior al
centro de gravedad de la armadura comprimida, h es la altura de la secciéon y b es el
ancho.

La seccion A-A de la figura 6.16 puede agotar por solicitaciones normales
siguiendo distintos planos de deformacion que van desde la traccién pura a la
compresion pura, ver figura 6.17. La norma espafiola y el Eurocddigo 2 describen toda
una serie continua de planos de deformacién que producen el agotamiento de la seccion,
divididos en lo que se denominan dominios de rotura, que a su vez se encuentran
limitados por los siguientes planos de deformacion:
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Seccion A-A Traccién pura B
Ao e v / KN 7N
S b o , Vi (1'802/8cu2)/h
d Xiim 0
(1-gcalecus)/n
C —_
h d
N
Compresion pura
A
A||e o @ o |V ([ -------
i I e ___

Diagrama parabola-rectangulo: €c2  &cu2
Diagrama rectangular: €3  €cus

A Deformacién ultima del acero en traccion
B Deformacion udltima del hormigdn en compresién con flexién
C Deformacién ultima del hormigén en compresion pura

Figura 6.17. Dominios de rotura

Plano 1: toda la seccion a traccion con una deformacion de e,q (10%0 segln la EHE) lo
que agota el acero a traccion. ElI hormigon obviamente ya se ha agotado antes a
traccion. Este plano corresponde a la “traccién pura”, ver figura 6.17.

Plano 2: el acero inferior esta traccionado con una deformacién g, (10%0 segun la
EHE) y la zona superior de la viga no presenta deformacion. En este plano también
agota al acero a traccion. Este plano no esté representado en la Figura 6.17°.

Plano 3: el acero inferior est4 traccionado con una deformacion &y (10%o segln la
EHE) y la zona superior de la viga esta a compresién con una deformacion de e, 6 ecus®
(ambas iguales al 3.5%0 segun la EHE para hormigones con resistencia inferior a 50
MPa). En este plano de deformacidn el acero agota a traccion y el hormigén agota a
compresion.

® El lector puede dibujarlo e ir numerando sobre el dibujo los distintos planos y
dominios de rotura.

® La deformacién méxima del hormigén a compresion se tomaré e, 0 cqs Segin se
emplee el diagrama parabola-rectangulo o el diagrama rectangular respectivamente.
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Los planos 1, 2 y 3 pasan por el punto A de la figura 6.17. Todos los infinitos
planos de rotura comprendidos entre el plano 1 y 3 pivotan en torno al punto Ay tienen
en comdn que en ellos el acero inferior agota a traccion.

Plano 4: el acero inferior esta a traccion, con una deformacion g= f,J/Es y la fibra
superior de la viga esta a compresion con una deformacion de &, 6 e.,3 (ambas iguales
al 3.5%0 segun la EHE para hormigones de resistencia inferior a 50 MPa). EI hormigén
agota a compresion. En este plano de rotura la profundidad de la fibra neutra se
denomina profundidad limite (x;n). ES muy interesante observar que este plano de
deformacion produce mayor momento flector que el plano anterior. Esto se debe a que
el acero inferior tanto en el plano 3 como en éste trabaja a f,q, N0 obstante, en este plano
la zona comprimida del hormigén es mayor que la correspondiente al plano 3. Este
plano esta representado en la figura 6.17 por una linea discontinua de trazo grueso.

Plano 5: el acero inferior tiene tension nula y la zona superior de la viga estd a
compresion con una deformacion de eq, 0 3. La fibra neutra en este plano se sitda al
nivel del acero inferior. Este plano no esta representado en la Figura 6.17.

Plano 6: la fibra inferior tiene tension nula y la zona superior de la viga esti a
compresion con una deformacién de eq, 6 3. La fibra neutra en este plano se sitla en
la fibra inferior de la viga.

Los planos 3, 4, 5y 6 pasan por el punto B de la figura 6.17. Todos los
infinitos planos de rotura comprendidos entre el plano 3 y el plano 6 pivotan en torno al
punto B y agotan el hormigon a compresion.

Plano 7: agota la viga a compresion pura, con una deformacion de e, 6 ¢ (ambas
iguales al 2.0%. seguin la EHE para hormigones de resistencia inferior a 50 MPa).

El dominio 1 estd comprendido entre los planos 1 y 2; el dominio 2 entre los
planos 2 y 3; el dominio 3 estd comprendido entre los planos 3 y 4; EI dominio 4 entre
los planos 4 y 6; y el dominio 5 entre los planos 6 y 7.

Como hemos dicho antes, del plano 1 al plano 3 se puede pasar de forma
continua pivotando entorno al punto A; del plano 3 al plano 6 se puede pasar pivotando
en torno al punto B; y del plano 6 al 7 entorno al punto C. En el caso de utilizar el
modelo bilineal del acero sin endurecimiento®, el EC2 no limita la deformacién en
traccion y como consecuencia el pivote A desaparece y los planos de rotura se
configuran exclusivamente con dos pivotes B'y C°.

" La deformacion méaxima del hormigén a compresion pura se tomaré e, 6 .3 segun se
emplee el diagrama parabola-rectangulo o el diagrama rectangular, respectivamente.

8 Se denomina endurecimiento nulo cuando no se producen aumento de tensiones para
deformaciones superiores a la correspondiente al limite elastico f,/Es (ver figura 3.19).

° Estos dominios de rotura ademas pueden variar dependiendo de la normativa
empleada. La norma suiza SIA-165 o la americana ACI-318 no emplean el punto C y no
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Cada uno de estos planos de deformacién son planos de agotamiento por rotura
y para producir la deformacion asociada a cada plano se necesitaran unos esfuerzos
exteriores (axil y momento flector) que, obviamente, seran distintos para cada plano de
deformacion.

Como se veia en el apartado 6.2 en 2-D un plano de deformacion queda
definido sé6lo con dos variables, generalmente la deformacion en el centro de gravedad
(&g) Y la curvatura (¢), ver figura 6.3. Es interesante observar que un plano de rotura
queda definido exclusivamente con una variable, que puede ser la profundidad de la
fibra neutra, x. O sea, a cada valor de la profundidad de la fibra neutra le corresponde un
Unico valor de plano de rotura y viceversa. Como hemos dicho anteriormente, para el
modelo bilineal del acero sin endurecimiento el EC2 no limita la deformacion en
traccion y como consecuencia el pivote A desaparece, no existiendo en este caso valores
negativos de la profundidad de la fibra neutra: x variaré de 0 a +co.

La figura 6.17 representa los dominios de rotura o dominios de deformacion
para flexion positiva, esto es, la zona comprimida esta en la parte superior y la zona
traccionada en la parte inferior de la seccion transversal. Se pueden obtener dominios de
deformacion, similares a los de la figura 6.17, para flexién negativa (ver figura 6.28).
Esto se verd al final del ejemplo siguiente.

Se denomina diagrama de interaccién®® a un grafico M-N donde estan
representados todos los pares (M,N) que producen planos de rotura. El diagrama de
interaccién es un grafo cerrado donde los pares (M,N) que quedan fuera de él no podran
ser resistidos por la seccion considerada (cada seccion tiene un diagrama de interaccion
propio) mientras que los pares del interior si podran ser resistidos por la seccion.

plantean diferencia entre agotamiento a compresion con flexion y agotamiento a
compresion pura. La norma Americana ACI-318 tampoco limita la deformacién del
acero a traccion y todos sus dominios de rotura se pueden deducir pivotando en un solo
punto (equivalente al punto B de la figura 6.17).

19|_os diagramas de interaccion axil-flector fueron introducidos por Whitney en 1956.
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Ejemplo resuelto

La figura 6.18 corresponde a la seccion transversal de una viga de hormigon
armado. Se pretende calcular el diagrama de interaccién de la seccion aplicando el
diagrama rectangular del hormigén y el pardbola-rectangulo. Se aplicard la norma
espafiola EHE. El hormigon es del tipo HA-30 y el acero es B-500-S. La armadura
superior estd compuesta por 6 redondos &12 y la armadura inferior por 6 redondos
©20. El ambiente considerado es del tipo Ilb, por lo que el recubrimiento minimo seré:
30 mm (recubrimiento nominal) + 10 mm de margen = 40mm, que es mayor que el
didmetro de las armaduras principales y mayor de 1.25 el tamafio méaximo de arido. Si al
recubrimiento de 40 mm le sumamos 10 mm por el cerco + 10 mm correspondientes al
radio de un redondo de &J20, se obtiene 60 mm. A estos 60 mm se les suele denominar
recubrimiento mecanico. La distancia del c.d.g. de las armaduras inferiores hasta el
paramento inferior es de 60 mm. Tomaremos también 60 mm como recubrimiento
mecanico en el paramento superior (con esta hipétesis estamos del lado de la
seguridad).

e © o o o o A’S=6¢12

® © o o o o A=(6)20

Figura 6.18. Seccion transversal

Las resistencias de calculo del hormigoén y del acero son, respectivamente:

fcd:EQ:ZO.ON/mm2
1.5
fyd = @ =434.78 N/mm?
1.15
, Los valores de las &reas de acero son A’;.=6212=679 mm’y A.=6220=1884
mm-,
Plano 1

Todos los pares M, N que se van a calcular estan referenciados a c.d.g. de la
seccion bruta. Vamos a calcular el valor de M y N necesario para inducir a la seccion de
la figura 6.18 una deformacidn como la representada en el plano 1 de la figura 6.17. La
resistencia a traccion del hormigdn es nula puesto que estamos en rotura y planteando
equilibrio de axiles y momentos en el c.d.g. de la seccién bruta (figura 6.19) se tiene:
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£5=10%0

Figura 6.19. Plano 1

Ny =Y N=f,(A +A)=-1114.34 kN
My =Y M =f4(A —A) (250 - 60)=99.54 kN - m

El par (N,M) para el plano 1 es (-1114.34;99.54).

Plano 2

Antes de calcular el par (N,M) para el plano de rotura nimero 2 es preciso
calcular la deformacion a nivel de la armadura superior (&’s). Para ello tendremos en
cuenta la hipétesis de linealidad de la deformacion:

_00L & o 000136
500 - 60 60
KN Asc's
250
> Asfyg

Figura 6.20. Plano 2
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Es

&y 10%o
Figura 6.21. Diagrama de célculo del acero

Puesto que la deformacion &’s es menor que g = f,4/Es=0.00217 el valor de la
tension en la armadura se puede obtener a partir del diagrama de la figura 6.21 como:

o. =200000 -0.00136 = 272N /mm? < fa

Estableciendo el equilibrio de axiles y de momentos en el c.d.g. de la seccion
bruta, se obtiene que:

Ng =D N=~f,-A -0l Al =-1003.81 kN
Mg =>M=f,-A -190 —o,-A,-190 =120.54 kN -m

y, por tanto, el par (N,M), para el plano 2 es (-1003.81;120.54).
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Plano 3

El plano 3 queda definido por una deformacion del 3.5%o en la fibra extrema
superior (a compresion) y una deformacion del 10% en el acero de la zona inferior (a
traccion).

d=440 o j

- » Asfyd
o Tensiones Tensiones Diagrama
£s=10%o Diagrama rectangular Parabola-rectangulo

Figura 6.22. Plano de rotura n°3. Diagrama de tensiones

El calculo de las fuerzas generadas en las armaduras superior e inferior se
realiza de la misma forma que en los planos anteriores. En el caso de la armadura
superior habra que calcular la deformacion para comprobar si es superior o inferior a &,.

En este caso la fibra neutra esta situada a una distancia x respecto al extremo
superior (profundidad de la fibra neutra):

d X
10+3.5 35

= X =114mm

Conocida la profundidad de la fibra neutra se procede a calcular la deformacion
de la armadura superior:

0035 &
114 114-60

= & =0.001658<¢, =0 =E, &, =33L6 N/mn?

Para calcular la contribucion de la zona de compresion del hormigon se van a
considerar dos hipotesis distintas respecto al comportamiento mecanico del hormigén:
el diagrama rectangular y el diagrama parabola-rectangulo.

Aplicando el diagrama rectangular la resultante de las compresiones sobre el
hormigén toma el valor N;=0.85-f.4-0.8x-b=0.85-20-0.8-114-1000=1550 kN.

Para aplicar el diagrama parabola-rectdngulo hemos de tener en cuenta que el
valor de la tension o, varia en funcion de y, o sea, segin la fibra que se esté
considerando, tal y como podemos ver en las figuras 3.8 y 6.22. Se toman los valores:
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o, =1000-¢, -f, -(1-250¢,) para g, <0.002
o, =f. =0.85-f, para 0.002 < ¢, <0.0035

C

114 mm f-------mmmmme

£,:=3.070x10°y

e,
0.0035
Figura 6.23. Ley de deformaciones del hormigoén

Si se adopta un sistema de referencia con origen en la fibra neutra (figura 6.23)
la deformacion del hormigén &, obedece a la expresion &=3.071-10"y. La deformacion
de 0.002 corresponde a un'y =65 mmy el valor de N es:

114

N = da=["6 -b-dy =
C_oo-c' _.[0 o -0-dy =

65 114
= [ 710005, -0.85f,, - (L-250-2,)-b-dy + [ ~0.85f, -b-dy =1569 kN

De la misma forma, el momento producido por las compresiones en el
hormigén respecto al c.d.g. de la seccién bruta, segin el método del diagrama
rectangular es:

M, =N, - (250 - 0.4 - x) = 1550000(250 — 0.4 - 114) = 316.82kN - m

y segun el diagrama parabola-rectangulo:

c

M, = [ (y + (250 -113.96))- o, -b-dy =
65

= [, (v +(250-113.96))-1000 &, -, - (1-250¢, ) b-dy +
114

+[ "y +(250 ~113.96))- 0.85f,, b -dy =317.88 kN -m

Planteando la resultante de axiles y de momentos en el c.d.g. de la seccién
bruta segun el diagrama rectangular:
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Ny => N=—f, A +0, A +N_ =956 kN
Mg =>M=f, A -190 + o, - A, -190 + 316.84 =515.23 kN - m

y mediante el diagrama parabola-rectangulo:

Ng =Y N=—f, A +0ol A +N, =975.03 kN
Mg =>M=f,-A -190 +0o,-A,-190+317.71=516.29 kN -m

Los pares (N,M) para el plano 3 son: para el diagrama rectangular
(956.00;515.23) y para el diagrama parabola rectangulo (975.03;516.29).

Plano 4
8023.5%0

d=440 250

Syzfyd/ ES

Figura 6.24. Plano de rotura n°4

Establecemos la compatibilidad de deformaciones para calcular el valor de Xjin:

f d
0.0035 + % 0.0035 d
= X"m = = 271 mm
d Xiim 14 fya
0.0035 -E,

La deformacién por unidad de longitud de la armadura superior (&) es:

00085 _ & . . _0.00273

Xjim Xiim — 60

Esta deformacion es mayor que &= f,4/Es=0.00217 y, por tanto, el acero de la
armadura superior trabaja a fyg.
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Estableciendo el equilibrio de axiles y momentos en el c.d.g. de la seccion
bruta tenemos:

- Segun el diagrama rectangular del hormigén:

Ng=>N=—f, A +f, A +0.85-f,-b-0.8x,, =3161.69 kN

My =>M=f, A 190 +f, A -190+0.85-f, -b-0.8X,, - (h/2-0.4x, )=
=733.61kN-m

- Segun el diagrama parabola-rectangulo del hormigén:

La deformacion del hormigén responde a la ley que £=1.29:10"y, luego la
deformacion de 0.002 corresponde a'y =155 mm, y los valores de Ny y My son:

Ng =3 N=—f, <A+, A+ [ 1000 &, -0.85f, -(1-250-¢,)-b-dy

+[0.85-1,, b-dy =3204.54kN

, 271
My =2 M =1, -A 190 +f, A -190+[ "o, -b-(y —(x~h/2))-dy =
=f,,-A,-190 +f,, - A, -190 +

155
+j0 1000 &, -0.85f, - (1-250-5,)-b-(y —(x—h/2))-dy +

+ LZO-85 f,-b-(y—-(x—-h/2))-dy =722.06 kN -m

Los pares (N,M) para el plano 4 son: (3161.69;,733.61) para el diagrama
rectangular y (3204.54;722.06) para el parabola-rectangulo.
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Plano 5

En este plano, la armadura superior trabaja a f,q (dado que en el plano anterior
ya trabajaba a esa tensidn) y la deformacion ahora serd ligeramente superior. La
armadura inferior no trabaja puesto que la fibra neutra coincide con el canto Util.

< Asfya
d=440 250

Figura 6.25. Plano de rotura n°5

Las ecuaciones de equilibrio segln el diagrama rectangular del hormigén son:

Ny => N=f, A +0.85-f,-b-0.8-d =6279.20 kN
My =Y M=f, A -190+0.85-f, -b-0.8-d-(n/2-0.4-d)=498.91kN -m

Plano 6

En este plano la armadura superior trabaja a fyq, la inferior trabaja a la tension
correspondiente a su deformacion y la fibra neutra coincide con la fibra inferior.

L £:=3.5%0
60 ,
¢ i ot
d=440 | 250 &,=f,d/Es
x=h
- < As s

Figura 6.26. Plano de rotura n°6

Establecemos compatibilidad de deformaciones:
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£ 00035 000042 = o, =84 N/mm?
60 500

Las ecuaciones de equilibrio para el diagrama rectangular del hormigén dan los
siguientes resultados:

Ny =) N=f,-A +0,-A +0.85-f,-b-0.8-h=7253.50 kN
My=YM=f, A -190-0c, A -190+0.85-f,-b-0.8-h-(h/2-0.4-h)=
=366.02 kN -m

Plano 7

En este plano la deformacién es constante a compresion y de valor 0.002.

£c=£s=2%0

A's-os
d=440 250

v As-Cs

Figura 6.27. Plano de rotura n°7

Estableciendo el equilibrio, tenemos:

Ny => N =400-A; +400-A +0.85-f, -b-h=9525.20 kN
My => M =400-A,-190-400- A, -190 = -91.58 kN -m

Hasta aqui hemos analizado la seccion cuando la parte superior de la seccion
transversal esta comprimida, lo que se conoce como flexidn positiva. En el caso de que
la compresién esté situada en la parte inferior aparecen otros 7 planos de deformacion,
que corresponderian a la flexion negativa. El primero y el Gltimo de estos planos
coinciden con los de la flexion positiva. El esquema de estos nuevos 7 planos esta
representado en la figura 6.28.
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Traccién Compresion
€ €
10 %o €y 2 %o
A 4 N ’
5\
3 R
1 \
...... AN\
\
\
2 ‘N C
\\ Xiim
N\
N\ B
3.5 %o

Figura 6.28. Planos de deformacion en flexion negativa

Los resultados, tanto para flexién positiva como negativa, de los pares Ny y My
vienen reflejados en la tabla 6.2 y se representan en la figura 6.29.

Para la confeccion del diagrama de interaccion N-M se deberian tomar los
infinitos planos de rotura que pivotan entorno a los puntos A, B y C de las figuras 6.17
y 6.28. La figura 6.29 esta confeccionada con planos de rotura espaciados entre si 1 mm,
variando x desde —h hasta 2h, tanto para flexion positiva como para flexion negativa.

Tabla 6.2. Planos de deformacién en rotura
Plano Ny (KN) Mg (KN-m)
Flexién positiva

1 -1114.34 99.54
2 -1003.81 120.54
3 956.00 515.23
4 3161.69 733.61
5 6279.20 498.91
6 7253.50 366.02
7 9525.20 -91.58
Flexion negativa
-808.00 41.27

1879.22 -491.69
4209.51 -733.61
6803.13 -598.45
7676.16 -484.80

DU WN
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N (kN)

2006 4000 6000 8000

Figura 6.29. Diagrama de interaccion

Los diagramas de interaccién Axil-Flector permiten comprobar de manera
inmediata si una determinada seccién transversal (definidas geométricamente la parte de
hormigén y la de acero) resiste o no una solicitacion dada por el par (N-M). Un ejemplo
de esto se ha indicado en la figura 6.29: el par que define el punto R (Ngg;Mqyr) €S
resistido por la seccidn (no provoca la rotura de la misma) mientras que el par definido
por el punto Q (Ng,0;Mq40) agota a la seccion.
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6.7. FLEXION SIMPLE Y FLEXION COMPUESTA UNIAXIAL

Se dice que una seccion esta sometida a flexion pura cuando la Unica
solicitacién a la que esta sometida es un momento flector aplicado en un eje principal de
inercia. Se define flexién simple cuando la seccion esta solicitada por un momento
flector en un eje principal de inercia mas un cortante. Flexion compuesta o flexion
compuesta uniaxial se presenta cuando la seccién esta solicitada a flexion pura o simple
mas un esfuerzo axil. En el caso de que el momento flector no actle sobre un eje
principal de inercia, o bien, si actuan dos momentos flectores sobre la seccidn, se habla
de flexion esviada o flexion biaxial.

El estudio del agotamiento de una seccién sometida a flexion simple o
compuesta uniaxial se puede plantear desde dos puntos de vista: el problema de
comprobacién y el problema de dimensionamiento, esquematizados de la siguiente
forma:

PROBLEMA PROBLEMA
DE DE
COMPROBACION DIMENSIONAMIENTO
DATOS: DATOS:

Seccion*, A, A's, Mgy Ny

!

Seccién*, Mgy Ny

INCOGNITAS: INCOGNITAS:
X y Nmax
6 X, Asy As
X y Mmax

*Por seccion nos referimos a la geometria del hormigon de la seccién
transversal.

Figura 6.30. Los problemas de comprobacion y dimensionamiento en flexion
uniaxial

El equilibrio a nivel seccion se plantea en las ecuaciones 6.5, que por
comodidad se vuelven a escribir a continuacion® :

! No se considera el acero de prentensado.
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Ny =3N = [0 dA, + [oldAl - [0 dA,

& A & (6.11)
My =3M = [,y dA, + [oly dAl + [o,y dA,

A Al A

Si se disponen dos niveles de armadura, situados a una distancia d” y d de la
fibra superior (ver Figura 6.17), las ecuaciones de equilibrio anteriores se pueden
expresar de la siguiente forma:

Ny =D N=-0,-A +0, A +N,

h h (6.12)
My =M =0, A(d-2)+ol A -0)+N, Y

donde N es la resultante de las compresiones en el hormigon, que depende de x
(profundidad de la fibra neutra); yx. es la distancia al centro de gravedad de la seccion
bruta de la fuerza resultante de las compresiones en el hormigon, que también depende
de x.

6.7.1. El problema de comprobacién

El problema de comprobacion consiste en determinar si una seccion totalmente
definida es capaz de resistir un determinado par axil-flector que la solicita Ng-Mgq.

En un problema de comprobacion, en las ecuaciones 6.11 y 6.12 se conocen los
siguientes parametros: la seccion (su forma geométrica), el area de la armadura (As y
A’g) y también las acciones que actlan sobre la seccion (Ng y Mq). Las incégnitas en el
problema de comprobacion son X y Mpax (0 bien X y Niay), tal y como se ha indicado en
el esquema de la figura 6.30. Para entender lo que esto significa, volvamos al ejemplo
resuelto del apartado 6.6, en el que la seccion y las armaduras eran conocidas y, por
tanto, era posible realizar el correspondiente diagrama de interaccién N-M: figura 6.29.
Basta con comprobar que un determinado par (Ng,Mg) queda dentro del diagrama para
asegurar que la seccion no agota. Este planteamiento, obviamente, es demasiado
costoso no siendo necesario realizar el diagrama de interaccion N-M para comprobar si
una determinada seccion resiste un par de esfuerzos (Ng,Mg). Un planteamiento méas
directo y menos costoso es el siguiente: sea el punto R (Ngg;Mgg) representado en la
figura 6.29, de la primera de las ecuaciones 6.12 imponemos Ng=Ngyr Y despejamos el
valor de x % de la segunda de las ecuaciones 6.12 imponiendo el valor de x anterior
obtenemos un momento que denominamos Mgmax (figura 6.29). Si Mgr>Mgmax la
seccion no soportara el par (Ngr;Mggr) mientras que si, por el contrario, es menor la
seccion podra soportar este par.

2 Obsérvese que el valor de la tensién de las armaduras no es incognita sino que se
puede expresar en funcién de la profundidad de la fibra neutra (x). Téngase en cuenta
que a cada valor de x le corresponde un Gnico plano de deformacién de agotamiento.
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De la misma forma se podia haber optado por imponer en la segunda de las
ecuaciones de equilibrio 6.12 que My=Myr Y despejar x, introducir x en la primera de
las ecuaciones de equilibrio y obtener un Ngpa'.

6.7.2 El problema de dimensionamiento

Dimensionar (0 armar) una seccién transversal consiste en calcular la armadura
(As y A’s) necesaria para que la seccion resista un determinado par (Ng,Mg) *. En este
caso en las ecuaciones 6.12 el nimero de incdgnitas es 3: x, A; y A’ siendo solo dos las
ecuaciones de equilibrio. Luego el problema tiene infinitas soluciones.

A lo largo de la historia del calculo de hormigon (mas de un siglo) la obtencion
de una solucién de A; y A’ se ha enfocado de distintas formas, no exentas de polémicas
en cuanto a su rango de aplicacion (Paez 1986). Debido a que la capacidad de calculo
era muy reducida, en comparacion con la actual, tradicionalmente el problema se
planteaba reduciendo el nimero de incognitas mediante hip6tesis adicionales, las mas
habituales son:

- A;=A’,, hip6tesis tipica para pilares

- A’s=0 hipétesis tipica en vigas descolgadas, en las que no sea necesario
disponer armadura de compresién.

- Imponer X=Xjm.

Estas hipotesis simplificatorias se siguen utilizando hoy dia y, de hecho, es
habitual en los programas de calculo proporcionar directamente la solucién de armadura
simétrica si el axil es distinto de cero (Ng0).

El problema de dimensionamiento en el caso de dos niveles distintos de
armadura tiene infinitas soluciones. Puesto que este infinito es de grado 1 (o sea el
ndmero de incdgnitas — ndmero de ecuaciones =1) las infinitas soluciones se pueden
representar graficamente. Los diagramas de armado a flexion o RSD® (del inglés
Reinforcement Sizing Diagrams) son una representacion de las infinitas soluciones del
problema de armado en funcién de la profundidad de la fibra neutra. En el eje de
abscisas se representa la profundidad de la fibra neutra y en el eje de ordenadas se
representa area de armadura. Los RSD tienen generalmente tres graficas (As, A’s y
A+A’S). Veamos un ejemplo de su aplicacion.

% ;Podria el lector situar Ngrmay €n la figura 6.29 y deducir la inecuacion de resistencia?

* Nos centramos en una seccion transversal rectangular con armadura s6lo en dos capas.
En el caso de que hubiera mas de dos capas de armadura el problema seria mas
complejo, pero en sintesis el planteamiento es idéntico.

® Introducidos en Hdz-Montes et al. en 2003.
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Ejemplo

La figura 6.31 corresponde a un ejemplo de la publicacion de la ACI SP-
17(97). Para una seccion transversal de (508x406 mm) solicitada por un par axil-
momento de 3560 kN — 754 kN-m solo se proporciona la solucion simétrica. En nuestro
caso se han representado todas las posibles soluciones mediante un diagrama RSD de
armado a flexion. EI hormigén tiene una resistencia de 27,6 MPa (4 ksi) y el acero de
414 MPa (60 ksi).

En el diagrama RSD de armado a flexion se pueden observar todas las
soluciones posibles. En nuestro caso se puede ver como la solucién asimétrica puede
suponer un ahorro hasta del 40% sobre la solucién simétrica. El ejemplo est4 totalmente
desarrollado en Hernandez-Montes et al. (2005).

h=20 in (508 mm)

|
!
|
| i | b=16 in (406 mm)
i
|

Area de acero (mm?)
10000

Area total (As + A’s)
10100 S VU

6000,

-
-~
-
-

4000t b T TTmseoll

-

2000,

RN R S—_—. N

225 250 275 300 325 350 375 400

Profundidad de la fibra neutra, x (mm)

Figura 6.31. Ejemplo tomado de la publicacién ACI- SP-17(97)



HORMIGON ESTRUCTURAL 191
Hernandez-Gil
e Teorema de armado a flexién

En el caso de secciones transversales rectangulares con dos niveles de
armadura se verifica que, de entre las infinitas posibilidades de armar la seccién de
hormigén en rotura, el minimo de armadura (As + A’s) es una de las siguientes
soluciones®:

-A=0 ylo A’=0

- x igual o ligeramente superior a Xin

- deformacién constante en toda la seccion transversal igual a ¢4 (ver figura
6.17)

- deformacién constante en toda la seccion transversal igual a g -0 e~ (ver
figura 6.17).

Como corolario del teorema anterior concluimos que el problema de
dimensionamento puede abordarse de varias formas:

1. Armadura simétrica (As=A’s). Esto es muy comdn cuando el elemento
estructural debe resistir distintos tipos de cargas (pares N-M) y el conjunto
de todos los pares es relativamente simétrico. Un ejemplo de esto son las
columnas de edificacion, en las que, debido al viento o al sismo, el
maximo momento positivo y el minimo negativo tienen valores absolutos
muy parecidos.

2. Obligar a que A’s=0. Esto es tipico de vigas, siempre que el momento no
sea superior a un momento denominado My’

3. Suponer el valor de una de las dos armaduras As 0 A’s, 0 bien suponer una

relacion entre ambas (i.e. AJ/A’s=cte).

Obligar X=Xjim.

Calcular las soluciones en los 5 supuestos del teorema y adoptar la

solucién de minima armadura. Puede ser interesante comparar la minima

con la solucién simétrica.

6. Realizar un diagrama RSD de armado a flexion y elegir la combinacion de
armaduras que mas interese.

o~

® Este teorema est4 demostrado en Hernandez-Montes et al. (2007).

7 Profundidad limite de la fibra neutra:
Como ya se vié anteriormente (plano de deformacion N° 4 del Apdo. 6.6):
d

X, =
™ 1+f, /0.0035E,

tensiones en el hormigén comprimido respecto a la armadura traccionada crece segun
aumenta la profundidad de la fibra neutra. No obstante, si Xx>Xi,, aunque este momento
crezca no resulta interesante puesto que el acero en traccion abandona la zona pléstica y
comienza a trabajar a una tension inferior a f,q. Por tanto, que si X>Xi, el acero esta
“desaprovechado”. Al momento engendrado por las tensiones internas para el valor
X=Xjim S€ denomina Mjin.

. Si observamos la figura 6.17, el momento que generan las
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Ejemplo de comprobacion

¢ d’=60 mm
A=6012 A (e o o o o o —
0 g HA-30
0.5m B-500-S
A=6¢20 e 0o 06 0 o o i—
| 10m | T60 mm

Figura 6.32. Seccion transversal

Vamos a calcular la capacidad a flexion simple de la seccion de la figura 6.18,
reproducida nuevamente en la figura superior. Para el acero vamos a emplear el
diagrama bilineal sin endurecimiento del EC2® (Figura 6.17 y 6.33). Para el hormigén
adoptaremos las hipdtesis del diagrama rectangular del EC2 con «..=0.85 (coeficiente
de duracion de carga, apartado 3.3.2).

ey 0 0002 0.0035

Figura 6.33. Pivotes B y C para modelo del acero bilineal sin endurecimiento

De x=0 hasta x=h° el pivote es el punto B y desde x=h hasta x=+ el pivote es
el punto C. En nuestro caso el valor de x en C es 3h/7 (ver Figura 6.17). Las tensiones
en el acero superior e inferior se pueden expresar en funcion de la profundidad de la
fibra neutra x mediante una funcion definida a trozos. Para formular dicha funcién es
necesario conocer los valores de la profundidad de la fibra neutra cuando el acero pasa
por los puntos de cedencia, tanto en compresién como en traccion (Figura 6.34).

8 Para este caso el pivote A desaparece

® Siendo h el canto total de la seccion.
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Armadura superior

_______ 7’0W —— = — - _ﬁ/)
4——1——— X1 —_—t X2
/// /
’// /_
7/
/
/
/
/
/

_——— el - AR

»

A

-6, 0 & 0.0035 -&, 0 & 0.0035

() xi (i) x2

Armadura inferior

B Pivote
——————— —*
- 1 / X3
/
//
/ (iv) Para acero B-500 no se produce
/] cedencia en compresion de la armadura
/4 | inferior, puesto que &y es mayor de 0.002
_____ e —

P »
< T T T T »

-8y 0 & 0.0035

(i) xs

Figura 6.34. Profundidades de la fibra neutra para los puntos de cedencia de la armadura
superior e inferior.

Para el acero B-500 y y,=1.15 se tiene que ¢,=0.00217. Los valores de X;, X; ¥
X3 indicados en la figura 6.34 y particularizados para la seccion de la figura 6.32 son:

X, = 0.0035d" _ o 51 mm
0.0035 + ¢,
x, =—20035d" 58 36 mm (6.13)
0.0035 -,
0.0035d _ 271.42mm

Xg=——
0.0035 + ¢,
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La tension en la armadura superior viene dada por:

-1, Si X < X,
o', (x)=1-0.0035E, I=% si x <x<x, (6.14)
X
f, Si X > X,
y, para la armadura inferior:
-1, Si X < X,
o,(X) =4 —0.0035E, d-x Si X;<x<h (6.15)
X
_0.002E, 97X 5 x>n
x —3h/7

Debido a que estamos empleando el diagrama rectangular del hormigén del
EC2, N se puede expresar de la siguiente forma:

N (x) = 0.85f ,b0.8x si 0<x <1.25h 6.16
™71 o0.85f,bh  si x>1.25h '

En la expresion anterior no se han descontado las areas ocupadas por las barras
de acero. Esto se puede tener en cuenta mediante una modificacion de las expresiones
en la tensidn del acero:

a;*(x):{a's (x)-0.85f, si  0.8x>d'

o' (X) en otro caso
(6.17)
(x) o,(x)—-0.85f, si 0.8x >d
O- * =
® o (X) en otro caso

Las ecuaciones de equilibrio toman la forma:
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Nd = Nc(x) +a's* (x)A's +O'S*(X)AS

NC (x)[g - O.4xj + o—'S . (x)A'S [2 - d'j ~0g *(X)As [d - 2) Si 0.8x<h

. c(h h
as*(x)AS[z—dj—o—s*(x)AS(d—z) en otro caso
(6.18)

Md:

Con la ayuda del programa Mathematica® se resuelve el problema de la
siguiente forma: imponiendo Ny4=0 se obtiene x de la primera de las ecuaciones 6.18:
x=137.78 mm. De la segunda de las ecuaciones 6.18 se obtiene el momento My que,
debido a que estamos en rotura, serd el maximo momento que la seccidn puede resistir
en flexién simple: Myg=320.44 kN-m.

Se podria haber obtenido la misma solucién de una forma mas intuitiva, tal y
como se indica a continuacion (se empleard la EHE).

Se supone inicialmente que A y A’ trabajan a f,q. Planteando Gnicamente el
equilibrio de axiles:

Ny =Y N=0.85-f,-b-0.8-x + Alf; —Af 4, =0 kN

se obtiene un valor de x = 38.5 mm. Para este valor de x ambos aceros no trabajan a f,q
por lo que hay que replantear el sistema y ver en qué dominio de rotura estamos. El
plano de rotura 3 (figura 6.17) queda determinado por un valor de la profundidad de la
fibra neutra x=0.259d=114 mm, luego la x obtenida de ecuacion anterior hace que el
plano de rotura pase por el punto A (figura 6.17) y, por tanto, se esta en el dominio de
rotura 2. Planteando nuevamente el equilibrio junto con una ecuacion de compatibilidad
de deformaciones:

Ny =) N=0.85-f,-b-0.8-x + Alo, —Af,, =0 kN
d-x _x—60 0.01(x - 60)
0.01 £ d-x

S

O-S = ESSS = ES

Resolviendo este sistema obtenemos: x=60.18 mm. Con este valor de X
planteamos la ecuacién de equilibrio de momentos. El equilibrio de momentos se realiza
en el c.d.g. de la armadura inferior'®, obteniendo:

9°En el caso de flexion simple se puede plantear el equilibrio de momentos en cualquier
punto de la seccion no alterandose el valor del momento, puesto que no hay fuerza axil.
En el caso de flexion compuesta si planteamos el equilibrio en un punto diferente al que
esta referenciado el momento flector, necesariamente se altera el valor de dicho
momento debido a la presencia del esfuerzo axil, y hay que tenerlo en cuenta.
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My =>M=0.85-f,-b-0.8:-x-(d-0.4x) + 0, -A,-(d—d")

el valor de My es 340.68 kN-m, valor que podiamos haber obtenido en el diagrama de
interaccion de la figura 6.29 (interseccidn con la linea de N=0).

Consideremos la misma viga de la figura 6.32 pero sin armadura superior
(figura 6.35). Si la viga de la figura 6.32 estuviese dimensionada exclusivamente para
trabajar a flexion simple, el armado descrito en la figura 6.32 no seria el mas adecuado
puesto que la armadura superior apenas trabaja.

¢Cual seria el mayor momento en flexion simple que la viga de la figura 6.35
podria resistir s6lo con armadura de traccion?. A este momento se le denomina
momento limite dado que se produce para una profundidad de la fibra neutra igual Xjim.
Planteando la ecuacion de compatibilidad de deformaciones, tenemos:

Xim = d =271 mm
fq

1+
0.0035-E,
M,,, = 0.85f b0.8x,, (d —0.4x,,)=1223 kN-m

Figura 6.35. Seccion transversal, s6lo con armadura inferior de traccion.

¢Podriamos obtener un momento superior a éste (1223 kN-m) so6lo con
armadura de traccion?. La respuesta es que si, pero esto nos obligaria a bajar la fibra
neutra por debajo de X, 10 que nos introduciria en el dominio de rotura 4 y, por tanto,
las tensiones en el acero serian inferiores a fyy. Por tanto, la respuesta a la pregunta
anterior es que si aunque seria muy poco practico. Concluimos que el mayor momento
de flexidon simple resistido por la seccion de la figura 6.35, de una forma
econdmicamente satisfactoria, seria el momento limite ( cuyo valor es 1223 kN-m). A la
armadura de traccion correspondiente se le denomina cuantia limite (deducible a partir
del equilibrio de axiles). Si necesitaramos resistir un momento superior al momento

En flexion simple es Gtil considerar el equilibrio de momentos en la armadura
inferior porque simplifica las ecuaciones. As no entra en la ecuacién de equilibrio de
momentos y el sistema queda desacoplado.
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limite sélo tenemos dos opciones: aumentar el canto de la seccion de tal forma que el
nuevo momento limite sea superior o introducir armadura de compresion. En este
altimo caso existiran infinitas soluciones y, en el caso particular de flexién simple y
secciones rectangulares, el Teorema de armado a flexion, anteriormente enunciado,
garantiza que X=X, proporciona el minimo de la armadura total.

Supongamos ahora que se pretende dimensionar la seccién de la figura 6.35
para un momento -en flexion simple- igual a 1600 kN-m. Las ecuaciones de equilibrio
de axiles y de momentos son:

N, :ZN =f, A +0.85-f,-b-0.8-x;,, —f4 A =0
Myg=>M=f,-A-(d-d)+0.85-f, -b-0.8 X, (d-0.4-x,,)=
=1600 kKN -m

Si en las ecuaciones anteriores no se hubiera impuesto™ que Xx=xm existirian
tres incdgnitas A, A’s y X vy, por tanto, el sistema tendria infinitas soluciones. En las
ecuaciones anteriores hemos supuesto que ambas armaduras trabajan a fyy. La armadura
de traccion si trabaja a fyy puesto que estamos en x=x;i, (ver figura 6.17) y la armadura
de compresion también, puesto que x;m=271 mm es mayor que la mitad de h (250 mm)
y, por tanto, la deformacion de la armadura de compresion, &'s, sera mayor que la de
traccion. De la resolucion del sistema tenemos: A=10764 mm?® (14282) y A’;=2287
mm? (5225).

Imponiendo x=x;;;, en las ecuaciones 6.18 se obtiene un sistema de 2
ecuaciones con 2 incognitas de cuya resolucion se obtiene que: A;=10769 mm? (14.£232)
y A’=2372 mm? (5£25). La pequefia diferencia entre este resultado y el del parrafo
anterior esta en el hecho de que en las ecuaciones 6.18 se ha descontado al hormigon el
volumen ocupado por las barras a compresion mediante las expresiones 6.17.

1 Como se ha visto, considerar x=x,;,, para flexién simple es la mejor opcion.
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Ejemplo en hormigén pretensado

Consideremos la siguiente viga de hormigén pretensado posteso.

200 mm
HP-45
120 — —
mm A, =6 co'r,dones Y 1860 S7 de 15.2
_____________________ 300 mm de diametro
Pérdidas a corto + largo plazo = 20 %
300 mm
200 mm
— ® o 0o 0 0 0

Figura 6.36. Seccion transversal de una viga de hormigén pretensado

El area de la armadura activa es A,=6-140=840 mm’. La viga esta inicialmente
tesada al 70% de frax, Po=0.7-1860-840=1093680 N, y la fuerza de tesado después de
las pérdidas es P=0.8-P,=874944 N. Utilizando para el acero el modelo bilineal sin
endurecimiento propuesto por el EC2 (figura 3.26):

f f
=Pk Pk _1127.27MPa
7. 1.1-15

foa

Planteando equilibrio de axiles (figura 6.17):

0.85f,0.8-x-b=A -1127.27 — x=116 mm

Puesto que x=116 mm < 200 mm (espesor del ala), la compresion afecta sélo a
una porcidn de ala y, por tanto, el valor de b en la ecuacion anterior es el ancho del ala
(valor dnico).

De la ecuacién de equilibrio de momentos se obtiene el valor del momento
maximo:

M, =0.85f,0.8-x-b-(d —0.4x) =571.3kN - m
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Planteamiento tradicional.

Tradicionalmente se ha diferenciado entre flexion simple y flexion compuesta
aun cuando las ecuaciones de equilibrio, planteadas de forma genérica (ecuaciones
6.18), no hacen tal diferenciacion.

Los problemas de dimensionamiento se han acometido tradicionalmente
diferenciando entre pequefia y gran excentricidad. Sea e la excentricidad de la carga axil
Ng tal que e=My/Ng. Hablamos de gran excentricidad cuando e se sitla fuera del ndcleo
central de la seccién y de pequefia excentricidad cuando esta dentro de éste. Dicho de
otra forma, la gran excentricidad se presenta para los dominios de rotura 2,3y 4y la
pequefa excentricidad para el resto.

Dentro del dominio 5 conviene operar de la siguiente forma: calcular una

nueva excentricidad e, respecto de la armadura superior y diferenciar entre los dos
siguientes casos:

8C=3.5%c

Figura 6.37. Pequefias excentricidades

1. Que el momento de Ny respecto a la armadura superior sea inferior que el
que el engendrado por toda la seccién comprimida de hormigén respecto a
la armadura superior:

N, ‘e, <0.85-f,-b-h-(h/2-d,)

En este caso se puede prescindir de la armadura inferior y las ecuaciones
de equilibrio son:

Ny =0.85-f, -b-0.8-x+A, -,
N,-e,=0.85-f,-b-0.8-x-(0.4-x—-d")
2. En el supuesto de que no se cumpla la inecuacion del caso 1, se obliga a

que toda la armadura de la seccion trabaje a f,q, Siendo en este caso
ecuaciones de equilibrio:
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Ny =0.85-f, -b-h+A -f, +Af,
N, -€, =0.85-f, -b-h-(0.5-h—d')+A,(d —d")f,,

En ambos casos f,q debe de ser inferior a 400 N/mm? puesto que el acero
agotara a compresién junto con el hormigén.

Una préctica habitual es colocar armadura simétrica cuando se producen
pequefias excentricidades.

Hasta ahora se ha acometido el problema de comprobacion vy
dimensionamiento de secciones en flexion uniaxial, trantando fundamentalmente
secciones rectangulares con dos niveles de armadura As y A’ situadas a una distancia
desde la fibra superior d y d’, respectivamente. Bastaria con considerar el ancho b como
variable en funcion de x -en la funcidn N¢(x) de la expresion 6.16- para extender el
problema a secciones no rectangulares. De la misma manera se pueden considerar
posiciones de la armadura distintas de d y d” (definidas en la figura 6.17).

6.8. FLEXION COMPUESTA BIAXIAL

En el apartado anterior se ha definido flexion compuesta o flexion compuesta
uniaxial cuando la seccion estaba solicitada por un momento flector en un eje principal
de inercia y un esfuerzo axil. En el caso de que el momento flector no actle sobre un eje
principal de inercia, o bien, si se presentan dos momentos flectores en dos ejes
principales de inercia se habla de flexion esviada o flexion compuesta biaxial, ver la
figura 6.38.

Las diferencias fundamentales entre flexion uniaxial y biaxial son:

- En el caso biaxial aparece una nueva ecuacion de equilibrio, siendo ahora tres las
ecuaciones de equilibrio: 1 de esfuerzos axiles y 2 de equilibrio de momentos:

N =3N = [o,dA + [o,dA + [o,dA,
Ac As A

P

M, =ZM = —jacy dA, - jasy dA, - japy dA, (6.19)
A A A

P

M, =3M = [o xdA, + [o,xdA, + [o,xdA,
A A Ap

donde A es la armadura pasiva (localizada en distintos posiciones, (ver figura 6.39) y A,
es la armadura activa (localizada también en distintas posiciones).
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Traccién

..... ST

- Fibra neutra

™ Compresién

_/
P
7~
P Fibra neutra

Zona comgrimida
1

Figura 6.38. Flexion compuesta biaxial en una seccion rectangular

- La posicion de la fibra neutra en flexion uniaxial se define a partir de una sola
variable (x) mientras que en flexion biaxial se requieren dos variables para
posicionar la fibra neutra: &y ¢ (figuras 6.38 y 6.39).

- Generalmente no bastard con disponer dos niveles de armadura y, de hecho, en
secciones rectangulares es comin dotar de armadura a las 4 caras.

Las demaés diferencias estan derivadas de la resolucién numérica del problema,
puesto que los modelos de acero y hormigon no dependen del tipo de flexién (uniaxial o
biaxial) que se considere. En la figura 6.39 se representan las distribuciones de
deformaciones y tensiones en una seccién no rectangular sometida a flexién biaxial. En
esta figura se aprecia como la fibra neutra puede no ser paralela al momento flector
aplicado.
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As3:0s3

Centro de gravedad de la
seccion bruta

Figura 6.39. Distribucion de deformaciones y tensiones en una seccion
sometida a flexion compuesta biaxial

6.8.1. El problema de comprobacion

Paralelamente al caso uniaxial, el problema de comprobacion en flexion biaxial
consiste en determinar si una seccion totalmente definida resiste 0 no una determinada
terna axil-flector-flector que la solicita Ng-Mgx-Mg, .

En las ecuaciones 6.19, en el caso de un problema de comprobacién, se
encuentran definidos los siguientes parametros: la seccion (su forma geométrica), el
area y la posicion de la armadura (As) y las acciones que acttan sobre la seccidon (Ng,
Mya Y Myq). El valor de las tensiones en el acero y en el hormigdn se pueden deducir en
funcién de la posicién de la fibra neutra (¢ 'y ¢, figura 6.39). Asi pues, una forma de
abordar el problema de comprobacion es la siguiente: tomar dos de los valores de la
terna (p.ej. Ngy M,g) € introducirlos en sus ecuaciones de equilibrio correspondientes (2
de las 3 ecuaciones 6.19) y determinar los valores de ¢y ¢. Estos valores de ¢y ¢ se
introducen en la tercera ecuacion de equilibrio (en nuestro caso en el equilibrio de
momentos en el eje y) y de ahi se obtiene un valor de momento que denominaremos
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Mymax. ST Myg > Mymax 1a seccion no resistird la terna (Ng, Myg Y Myq) Y si lo haré en caso
contrario.

Igual que en el caso uniaxial, existen diagramas de interaccion N-M,-M, de tal
forma que bastara comprobar que la terna (Ng, M,q ¥ Myg) queda dentro del diagrama
para asegurar que la seccién no agota. Obviamente este planteamiento es demasiado
costoso, no siendo necesario realizar el diagrama de interaccion N-M,-M, para
comprobar si una seccion determinada resiste.

Ejemplo

En la figura 6.40 se representa el diagrama de interaccion N-M,-M, de una
seccion rectangular de 75%50 cm, de hormigobn HA-25 y acero B-500-S. El
recubrimiento mecanico es de 6 cm y esta armada con 16@20 tal y como queda
reflejado en la Figura adjunta. Para la confeccién del diagrama se han empleado las
hipdtesis de la EHE y el programa informatico del Prontuario informatico del Hormigon
3.0 de Corres et al. (2001).

Diagrama de
y/}\O.SO m N Interaccion
0.06 m|<——+—>
> < i \/ 0.06 m
o0 oio o0 |+
: 0.75m
. ! .
a FE I S > x

My

1000 kN

-1200

Mx (KN-m)

My (kN-m)

Figura 6.40. Diagrama de Interaccion N-My-M,.
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6.8.2. El problema de dimensionamiento

En flexion biaxial el problema de dimensionar (0 armar) una seccion
transversal implica muchas variables, fundamentalmente relacionadas con la posicion y
la seccidn de las armaduras.

Una forma de obtener el mismo nimero de variables que de ecuaciones
consiste en fijar la posicion de las armaduras y emplear un solo didmetro @. En ese
caso las variables son &, ¢ y @. El Prontuario informético del Hormigén 3.0 de Corres
et al. (2001) utiliza este procedimiento.

Una forma alternativa, aplicable a secciones rectangulares, y que puede llevar a
ahorros importantes de armadura es la de considerar dos separaciones distintas e iguales
en las caras paralelas (s, y sn, ver figura 6.41) conservando la simetria de la armadura.
Este procedimiento aumenta el nimero de incognitas a 4: & ¢ , @ y si/s,. Las ecuaciones
de equilibrio son tres:

N ZZN(§’¢’¢!Sh/Sv)
M, => M, (& 0.45,/s,) (6.20)
M, =D M, (& 0.85,/s,)

La solucion 6ptima se puede obtener mediante diagramas RSD-biaxial como se
aprecia en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo

Sea una seccion rectangular de 70x40 cm fabricada con hormigén HA-30 y
acero B-500-S. Se van a calcular los diagramas RSD-biaxiales para los dos casos de
carga indicados en la figura 6.41.

400 mm
R
AV <
: /‘/ Fibra neutra
eececoe
1 A
L~ 19
— TV
700 mm o 17 °
N |
b |
| € fu= 30 MPa; f,=500 MPa
b ([ ] ' ([ ] recubrimiento mecanico= 7 mm
7~ |
R N E_ ________________ > x Casol _ Caso2
° . Pl Ng = 200kN 200 kN
I Mq=  300kN:m 400 kN-m
: Sv My = 250 kN-m 100 kN-m
° | o
|
|
|
o000 6000
1
1

Figura 6.41. Ejemplo de Diagrama RSD-Biaxial.
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Diagrama RSD-biaxial —Caso 1-

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Area de la armadura inferior + superior (mm?

Diagrama RSD-biaxial —Caso 2-

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Area de la armadura inferior + superior (mm?

ra 6.42. Diagramas RSD-biaxiales
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6.9. DISPOSICIONES GEOMETRICAS Y CUANTIAS MINIMAS EN
ARMADURAS LONGITUDINALES

El objetivo fundamental de las disposiciones geométricas y las cuantias
minimas es lograr un mejor funcionamiento estructural de los elementos asi como
dotarlos de buena durabilidad. En este apartado hemos seguido fundamentalmente las
especificaciones de la norma espafiola EHE™,

Recubrimiento

Uno de los factores mas importante en la durabilidad®® del hormigén armado es
el recubrimiento de hormigdn que tienen las armaduras. Se denomina recubrimiento a la
distancia minima entre la superficie exterior del elemento y la armadura (incluyendo
cercos Yy estribos). Segun la EHE, en el caso de armaduras pasivas y activas pretesas se
denomina ( r ) y en el caso de armadura postesa se denomina C, al recubrimiento en
vertical y Cy, al recubrimiento en horizontal, ver figura 6.42.

o Armadura pasiva . -
8
l Cerco o estribo |

! : 1 Malla de reparto, si r>50 mm
—> & %E e
' Separacion horizontal

Figura 6.42. Disposiciones geométricas.

12 Otras normas tienen cuantias y disposiciones geométricas ligeramente distintas.

3 Otro factor muy importante en la durabilidad es la permeabilidad del hormigén —que
esta directamente relacionada con la resistencia de éste-.
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En armaduras pasivas 0 activas adherentes el recubrimiento cumplira:

Para armaduras principales: serd mayor o igual al didmetro de la barra (6 didametro
equivalente si se trata de un grupo de barras*) y a 0.8 veces el tamafio méximo de
arido, salvo que la disposicion de armaduras respecto a los paramentos dificulte el
paso del hormigon, en cuyo caso se tomara 1.25 veces el tamafio maximo de arido.

Seré igual al recubrimiento nominal r.om (Fnom=rmin+4r), donde Ar valdra 0 mm en
elementos prefabricados con control intenso de ejecucion, 5 mm en caso de
elementos in situ con control intenso de ejecucidn y 10 mm en el resto de los casos.
El valor de ry;, viene fijado por la norma EHE en funcién del ambiente, del tipo de
elemento y de la resistencia caracteristica del hormigon, estos valores oscilan entre
15 mm y 40 mm. En la siguiente tabla se muestran algunos de 10s ry;, establecidos
por la EHE.

Tabla 6.3. Recubrimientos minimos

Resistencia Tipo de Recubrimiento minimo (mm) segun la clase de

caracteristica | elemento exposicion

del horgnigén [ lla lib lMla  Hb lc IV Qa

(N/mm°®)

25 <f < 40 General 20 25 30 35 35 40 35 40
Elementos 15 20 25 30 30 35 30 35
prefabricados
y ldminas

3. En barras dobladas serd siempre mayor de dos diametros, medidos en direccion
perpendicular a la curva.

4. Si el recubrimiento total es mayor de 50 mm se dispondra de una malla de reparto
en medio del espesor.

5. rImin Serd de 70 mm en piezas hormigonadas contra el terreno, salvo que se haya
previsto hormigén de limpieza.

Para armaduras postesas el recubrimiento cumplira:

1. C, serd mayor de 4 cmy mayor que la dimensién horizontal de la vaina o grupos de
vainas en contacto (a), ver figura 6.42.

4 Se pueden colocar varias barras juntas en contacto (hasta 3 en horizontal y 4 en
vertical) formando lo que se denomina grupo de barras. Se considera como diametro
del grupo de barras al didmetro de la seccidn circular equivalente. Este didmetro no sera
mayor de 50 mm, salvo en piezas comprimidas hormigonadas en vertical, en las que
puede ser de 70 mm.
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2. C; sera mayor de: 4 cm, la mitad de la dimensién vertical de la vaina o grupo de
vainas en contacto (b/2) y la dimensién horizontal de la vaina o grupo de vainas (a),
ver figura 6.42.

Distancia entre barras

El origen de esta limitacién estd en que todas las barras deben quedar bien
envueltas en hormigon, permitiendo un vibrado adecuado. Las distintas normas
proponen unos valores minimos para la distancia entre barras.

La EHE establece que la distancia libre para armadura pasiva, horizontal y
vertical, entre dos barras aisladas consecutivas, salvo que formen grupos de barras, sera
igual o superior a:

- 20mm
- ©mmax (el diametro de la mayor)
- 1.25 veces el tamafio maximo de arido (D).

En armadura pretesa, la separacién libre minima de los tendones individuales
(figura 6.42) debe de ser mayor de:

- 20 mm para la separacién horizontal y 10 mm para la vertical

- el didmetro de la mayor: &

- 1.25 el tamafio méaximo del &rido D para la separacién horizontal y 0.8
para la vertical.

Para armadura postesa, “se admite colocar en contacto diversas vainas
formando grupo, limitandose a dos en horizontal y a no méas de cuatro en conjunto. Para
ello, las vainas deben ser corrugadas”. Las distancias libres (figura 6.42) son como
minimo:

En vertical: - el diametro de la vaina
- ladimension vertical de la vaina o grupo de vainas
- 5 centimetros.

En horizontal: - el didmetro de la vaina
- ladimension horizontal de la vaina
- 4 centimetros
- 1.6 veces la mayor de las dimensiones de las vainas individuales
que formen un grupo de vainas.
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Cuantia minima de los estribos para que la armadura pasiva trabaje a compresién

Con objeto de tener en cuenta la contribucién de la armadura pasiva a
compresion es necesario asegurar que ésta no pandee, tal y como indica la linea
punteada de la figura 6.43. Es funcién de los cercos y estribos mantener la armadura
pasiva en su lugar para que ésta colabore a compresion.

St

Figura 6.43. Separacion de estribos

La separacion entre cercos s, debera cumplir:

5, =154, vy
$nox O bien S 150 (6.21)
¢t - 4 ¢t2 ¢nz1a/
16

donde s; y £ son, respectivamente, la separacion y el didmetro de los estribos y Gmax y
Dmin los diametros maximo y minimo de la armadura longitudinal comprimida.

Con objeto de garantizar el buen funcionamiento de la armadura a compresién
la norma EHE recomienda que, al menos, estén sujetas las barras de las esquinas y una
de cada dos de las situadas en las caras, siempre que la distancia entre ellas sea menor
de 15 cm. Si la distancia es mayor de 15 cm deben de estar sujetas todas.
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FAMILIAS DE CERCOS
COLOCADOS ALTERNA*WAMENV —

/ f

/

/
/ a<15 cm
a =15 em I

—

~

N~

al

A 4
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Figura 6.43. Atado de la armadura longitudinal mediante cercos

Cuantia minima en flexion simple o compuesta

En flexién simple o compuesta se dispondra una armadura minima de origen
mecénico. En el instante en que el hormigdn se fisura, la traccién que hasta ese
momento estaba resistiendo el hormigoén pasa al acero. El acero tiene que tener, como
minimo, la capacidad de absorber el esfuerzo que estaba soportando el hormigén a
traccion antes de fisurar. A esa cuantia minima se le denomina cuantia minima
mecanica y se formula a partir de la siguiente expresion:

Af, +Af, >0.25 V%fcd (6.22)

donde W; es el modulo resistente de la seccion bruta relativo a la fibra mas traccionada
y h el canto total de la seccidn.

Ademas la EHE obliga a llevar hasta los apoyos 1/3 de la armadura maxima
necesaria a flexion.

Cuantia minima en compresion simple o compuesta

La normativa actual impone limites superior e inferior a la cuantia de armadura
para elementos a compresién. El limite superior esta relacionado con la dificultad que
puede presentarse durante el hormigonado si existe demasiada armadura. El limite
inferior de armadura esta relacionado con la necesidad de que las columnas tengan
resistencia a flexién asi como para reducir los efectos de fluencia y retraccién en el
hormigén.

En este caso, las armaduras superior e inferior en compresion A’y y A’
deberan cumplir:

Alfeqa 20.05N,  ALf 4 <05, A

6.23
Af., >0.05N, ALf., <05f,A (6.23)
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donde fy 4 es la resistencia de calculo del acero a compresion fyqq=fyg <400 N/mm?.

Cuantia minima en traccién simple o compuesta
En este caso se deberd cumplir que:

Apfoa +Asfyg 2024 foq (6.24)

Cuantias geométricas minimas

El origen de las cuantias geométricas minimas esta en controlar de forma
simplificada los efectos térmicos y de retraccion. Los valores de estas cuantias se
establecen en %o de la seccidn total de hormigon.

Tabla 5.5. Cuantia minima geométrica

Tipo de elemento estructural Tipo de acero
B 400 S B 500 S

Pilares 4.0 4.0

Losas (*) 2.0 1.8

Vigas (**) 3.3 2.8

Muros  Armadura horizontal 4.0 3.2

(***) Armadura vertical 1.2 0.9

(*) Cuantia minima de cada una de las armaduras, longitudinal y transversal, repartida
en las dos caras. Las losas apoyadas sobre el terreno requieren un estudio especial.

(**) Cuantia minima correspondiente a la cara de traccién. Se recomienda disponer en
la cara opuesta una armadura minima igual al 30% de la consignada.

(***) La cuantia minima vertical es la correspondiente a la cara de traccion. Se
recomienda disponer en la cara opuesta una armadura minima igual al 30% de la
consignada.

La armadura minima horizontal debera repartirse en ambas caras. Para muros vistos por
ambas caras debe disponerse el 50% en cada cara. Para muros vistos por una sola cara
podran disponerse hasta 2/3 de la armadura total en la cara vista. En el caso en que se
dispongan juntas verticales de contraccién a distancias no superiores a 7.5 m, con la
armadura horizontal interrumpida, las cuantias geométricas horizontales minimas
pueden reducirse a la mitad.
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Empalme de las armaduras pasivas

Puesto que las barras de armadura pasiva se suministran en longitudes
méximas de 12 m, a veces es necesario empalmar las barras en obra.

Los tipos de empalme que se pueden realizar son:

- Empalme por solapo: colocando una barra junto a la otra a una distancia menor de
4. La longitud de solapo viene establecida en la EHE en funcion de la longitud de
anclaje.

- Empalme por soldadura: soldando una barra a la otra, bien en &ngulo o a tope.

- Empalmes mecénicos: mediante dispositivos mecanicos.
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Ejercicios propuestos

1. La figura inferior corresponde a una viga de 60x100 cm, fabricada con hormigon HA-
25 y con acero B-400-S. Las armaduras superior e inferior estan compuestas por 5220.
Se pide: 1. Realizar el diagrama de interaccion y deducir a partir de él el momento
maximo en flexion simple que puede soportar la seccion, 2. ;Qué armadura de
pretensado centrado habria que introducirle para que resistiera en flexion simple un
momento méaximo del doble del anterior?

¢ o o o o e > 20

06m| o —-——— A,

[ ] [ J [ J [ J [ J

2. La figura inferior corresponde a una viga de 60x100 cm, fabricada con hormigén HA-
25y con acero B-400-S. Plantear las ecuaciones de la flexion compuesta para que resista
las acciones exteriores de Nq=300 kN y My=500 kN-m. Una vez planteadas resolverlas
aceptando las siguientes hipétesis: a) X=X, Y b) A=A’

0.6m

3. En la figura inferior se presenta una viga en T de un puente. Las armaduras, tanto las
de traccion como las de compresidn, se colocan de manera que el recubrimiento minimo
al paramento exterior mas proximo sea de 25 mm. Las distintas barras estan separadas
entre si al menos un didmetro. La calidad del hormigon es HA-35 y el acero es B-500-
SD. Los coeficientes de seguridad de minoracion de materiales son 1.5 para el hormigén
y 1.15 para el acero. Las vigas son de hormigon armado, dado que la luz es de 10 m, y
se colocan simplemente apoyadas.



HORMIGON ESTRUCTURAL 215
Hernandez-Gil

1300

250

650

a. Aplicando la EHE calcular el ancho eficaz de la vigaen T.

b. Deducir los valores limite: X, momento limite y cuantia limite.

c. Fijar x=250 mm y calcular el momento de agotamiento en flexién simple sin
armadura de compresion.

d. Razona el motivo por el que una viga en T resulta econdmica desde el punto de
vista del ahorro de hormigon.

4. Para el problema de la viga en doble T (ejemplo de hormigon pretensado) plantear
todo el sistema como si agotara en el dominio de rotura 3 y establecer las conclusiones
correspondientes.

5. En el problema de la zapata del capitulo anterior, bajar el canto hasta que sea una
zapata flexible y calcular la armadura resultante. ;Qué armadura habria que disponer si
las acciones sobre la zapata fueran Ng=200 kN y My=120 kN-m y ésta tuviese 1 m de
canto?
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CAPITULO VII

CORTANTE

&R z |

Cortesia del Instituto Eduardo Torroja. CSIC

Agotamiento por cortante.

7.1. INTRODUCCION

Vamos a iniciar el capitulo de cortante con un ejemplo. En la figura 7.1 se
representan los diagramas de momentos flectores y de esfuerzos cortantes de una viga
simplemente apoyada de seccion rectangular y fabricada con hormigén armado.
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ESTADO DE TENSIONES

Tensiones normales Tensiones tangenciales

SECCION A-A

== T

N1y —

SECCION B-B

i
Wit Z B )

En la secciébn A-A las tensiones normales son méaximas y las tensiones
tangenciales son nulas. La rotura de traccién que se puede presentar en la seccién AA
seré del tipo grietas verticales dado que las tracciones existentes son horizontales®. En la
seccion BB se presentan tanto tensiones normales como tangenciales: en la parte
inferior de la seccion BB las tensiones normales son de traccién y las tensiones
tangenciales son nulas y, por tanto, el comportamiento en esa zona es similar al de la
seccion AA, apareciendo grietas de traccion verticales. En la figura 7.2 se ha aislado un
diferencial de area de la zona de la fibra neutra de la seccién BB? y se ha representando
el estado de tensiones mediante el circulo de Mohr®.

Figura 7.1. Viga simplemente apoyada

! Téngase en cuenta que las grietas son siempre perpendiculares a las direcciones
principales de traccion.

2 Donde las tensiones normales son nulas y maximas las tensiones tangenciales.

® En la representacion en el circulo de Mohr hemos considerado tracciones positivas y
tensiones tangenciales positivas si van en sentido horario. Este criterio es diferente al
que estamos usando y s6lo lo emplearemos en el circulo de Mohr.
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Direccién principal de traccion

Figura 7.2. Estado de tensiones en el ¢.d.g. de la seccién BB y circulo de Mohr
correspondiente.

Como se puede observar, las grietas que aparecen en la zona de la fibra neutra
de la seccion BB forman 45° con la horizontal, de tal forma que el agotamiento por
cortante de la viga de la figura 7.1 se puede producir por extension de las grietas a 45°
en la forma que aparece en la figura 7.3. La manera de impedir el agotamiento por
cortante, es decir, que la zona central de la viga descienda, es coser la grieta mediante
barras verticales (cercos y estribos) y/o mediante barras horizontales levantadas. EI EC2
recomienda que al menos el 50% de la armadura transversal de cortante sea del tipo
cerco.

\% \%
mmadura longitudinal
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Armadura transversal
/ Viga agotada por cortante \; m]

Cerco Estribos

Figura 7.3. Armadura de cortante

Sea una viga de seccion rectangular como la representada en la figura 7.3y V,
el valor del cortante que origina el agotamiento de la seccion. La grieta de cortante se
supone comprendida entre la armadura longitudinal y el centro de gravedad de la zona
de compresiones, ver figura 7.4. En este caso particular la armadura de cortante esta
compuesta exclusivamente por cercos o estribos a 90° separados una distancia s.
Cosiendo la grieta hay z/s estribos, que son los encargados de resistir el cortante
(ademés de lo que contribuya el hormigén en la zona de compresién). Tal y como se
indica en la figura 7.4, z es el brazo mecénico: distancia entre los cc.dd.gg. de la zona
comprimida y de la zona traccionada -éste Gltimo estard centrado en la armadura de
traccion-. El valor de z se puede calcular o bien tomar z=0.90d, siendo d el canto Util.
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Zona de compresiones

c.d.g. de la zona de
compresiones —
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Figura 7.4. Colaboracion de los cercos en la resistencia a cortante

La contribucion de la armadura en la resistencia a cortante (Vy,) €s:

Vo = Afyeo % 0 bien V, = Ayf,4,40.90d (7.1)

donde A, es el area de la armadura que cada cerco o estribo aporta para la resistencia a
cortante y Agy es el area de la armadura de cortante por unidad de longitud. Para
entender esto volvamos sobre la figura 7.3, en la que se ha representado un cerco, en el
que hay dos ramas que impiden que la parte central de la viga descienda. En la misma
figura se representan dos estribos: uno de dos ramas y otro de cuatro ramas. Obviamente
el estribo de cuatro ramas tiene el doble de capacidad para resistir el esfuerzo cortante
que el estribo de dos ramas. Las formulas de este ejemplo son validas sélo para
hormigén armado cuando los cercos estan a 90° y con bielas de hormigén a 45° (i.e.
grietas a 45°).

De lo expuesto en esta introduccién podemos sacar varias conclusiones:

123, Para resistir el esfuerzo cortante la armadura debe ser del tipo cercos, estribos o
barras levantadas. Puesto que el hormigén en la zona de compresiones también
colaboraré a resistir el cortante, si este esfuerzo es pequefio podria no ser necesaria
armadura de cortante.

22, El cortante no afecta a una seccion transversal determinada sino a una zona de la
viga. Esta consideracion nos permite desestimar, en cuanto al calculo de la armadura de
cortante se refiere, la zona de la viga situada a menos de d (canto Util) del apoyo (ver
figura 7.7). Esto es debido a que el cortante comprendido entre la cara del pilar y la
seccion situada a la distancia d no produce grietas en la viga ya que la biela de
compresion generada por el cortante continGa hacia el interior del pilar, sin afectar a la
viga.

En la figura 7.5 se aprecia una rotura por cortante tipica en las proximidades
de un apoyo.
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Figura 7.5. Rotura de cortante

7.2. ESFUERZO CORTANTE EFECTIVO

El esfuerzo cortante efectivo V4 es el valor del esfuerzo cortante que debe de
considerarse para efectuar la comprobacién relativa al Estado Limite de Agotamiento
por esfuerzo cortante, o sea, el cortante que “realmente” debe de resistir la seccion.

El cortante producido por las acciones exteriores Vy puede no ser el Unico
cortante que deba de resistir la seccién. Se pueden presentar dos cortantes adicionales:
el cortante producido por la fuerza de pretensado* (Vpa) Y el cortante producido por la
variacion del canto de la seccidn transversal (Vq). La formulacién que propone la EHE
es:

Vig =Vy +V4 Ve (7.2)

El pretensado produce dos efectos sobre la resistencia a cortante, que se
contabilizan por separado:

* Componente de la fuerza de pretensado paralela a la seccion transversal. Esta
componente tiene la misma direccién que Vq, tal y como se aprecia en la figura 7.6.
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- El primer efecto se debe al axil que el pretensado introduce sobre el elemento
(proyeccion de la fuerza de pretensado sobre la linea media del elemento).
Este axil mejora la resistencia a cortante del hormigon, tal y como se vera
maés adelante.

- El segundo efecto se debe a la proyeccion vertical de la fuerza de pretensado
y que se resta directamente al esfuerzo cortante. Este efecto es el que se
tratard en este apartado. En el elemento de la figura 7.6, la seccion sefialada
debe de resistir un esfuerzo cortante de valor: V4= Vq4 - PoSena.

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
v

Figura 7.6. Contribucion del pretensado para resistir el esfuerzo cortante

Si el elemento es de canto variable los ccddgg de compresiones y de tracciones
no son paralelos a la linea media de la seccion, lo que hace que las resultantes de las
compresiones y de las tracciones tengan componentes paralelas a la seccidn transversal
(Vea), tal y como se aprecia en la figura 7.7. El esquema de la derecha, correspondiente a
la seccion AA, permite apreciar cdmo la accién vertical Vy4 es suma de tres términos:
Tsena, Csengy el término que deberd resistir la seccion transversal, V.

d. LA L
<> 1 Seccion AA
: o T
Armadura M
cdg de /_\_r}—--"‘*,'-‘-(—[}----
compresiones ! 1 C
i A
) . Vo=Vig+Tsena+Csenf
- Y
T g —
1 Y/
Lﬁb‘d/‘ Ved

Figura 7.7. Cortante en piezas de canto variable
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En el ejemplo de la figura 7.7 ambas componentes son favorables® y, por tanto:
Vig= Vy -(T sena + C senp). Se dice que las componentes son “favorables” cuando el
cortante que realmente debe de resistir la seccion (V,q) es menor que el que actda sobre
ella (V). En el caso de flexién simple (axil nulo) se cumple que:

Tcosa=Ccosfp = M=Tcosaz=Ccospz=

Vg, =V,— %tan a-— %tan /] (7.3)

Ved

7.3. DISTRIBUCION DE TENSIONES TANGENCIALES EN EL HORMIGON

La distribucion de tensiones tangenciales que aparece en la figura 7.1 obedece
a la ley de Colignon®:

V-S
= z 7.4
T o, -1, (7.4)

Esta ley podria ser aceptable en prefisuracién pero no es aplicable cuando el
hormigén esta fisurado, como sucede en el caso de que existan tracciones. De hecho, en
ELU se desprecia la colaboracion del hormigén a traccion, lo que equivale a suponer
que éste se encuentra totalmente fisurado.

Existen otras particularidades que llevan a no poder considerar de forma
general la distribucion de Colignon como es el hecho de que el hormigdn estructural es
un material compuesto donde uno de los materiales presenta fluencia, con la
consiguiente alteracion de la distribucion de tensiones en funcidn del tiempo.

Por lo anteriormente expuesto se hace necesario considerar una distribucion de
tensiones tangenciales distinta. Para ello se va a calcular el valor de ren la fibra neutra,
siguiendo la notacién indicada en la figura 7.8, que representa una rebanada de viga de
dx de longitud. En esta figura cualquier plano a-b comprendido entre la fibra neutra y la
armadura de traccion debe verificar la siguiente ecuacion para equilibrar la diferencia de
tracciones existentes en la armadura de traccion (dT):

dT =7 -b, - dx

® Respecto a V., se puede decir que la contribucion a cortante es siempre favorable si la
seccidn crece en la misma direccién que crece el momento.

® Se ha empleado b, para designar el ancho del alma (del inglés web =alma). El valor b,
puede ser variable a lo largo del canto de la viga..La EHE emplea un valor de b,
denominado by, definido como ancho del alma, que corresponde al menor valor de b,,
en los %d contados en vertical a partir de la armadura de traccion.
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o+do

Figura 7.8. Tensiones de cortante en la fibra neutra

El valor de 7 b,, permanece constante en todos los planos horizontales del tipo
a-b, situados entre la fibra neutra y la armadura de traccidn, puesto que no hay esfuerzo
exterior que pueda modificarlo, basta con observar las leyes de tensiones normales de la
figura 7.8. Estableciendo equilibrio de momentos de las acciones exteriores sobre la
rebanada en el punto donde se aplica la resultante de compresiones, tenemos:

dT -z=V -dx

Combinando las dos ecuaciones anteriores nos queda que:
V

z-b

w

T = (7.5)

El valor de la tensién cortante (z) dado por la ecuacion 7.5 es el valor maximo
de la tension tangencial, en contraposicion a la formula de Colignon, en la que el valor
de la tensién tangencial es funcién de la posicion de la fibra considerada. Para by
constante, el valor de r entre la fibra neutra y la armadura de traccién se mantiene
constante, ya que se ha supuesto que la resistencia a traccion del hormigén es nula. La
expresion anterior ha sido muy cuestionada’ ya que implica que la tensién de cortante se
transmite a través de las grietas de flexién. Sin embargo, tanto la ecuacién 7.5 como la
figura 7.8 estan hoy dia suficientemente contrastadas.

" Tanto la figura 7.8 como la ecuacién 7.5 se han trascrito del libro “Reinforced
Concrete Design” de Sutherland y Clifford de 1926.
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7.4. GRIETAS DE CORTANTE

En las vigas de hormigén se presentan dos tipos de grietas de cortante: grietas
de cortante y grietas de flexidn-cortante. Las primeras son las producidas en el alma de
las vigas y se deben a la tensién de cortante. Las segundas son las que, iniciadas por la
tension normal, son continuadas por la tension cortante. Figura 7.9.

o L//Z

Figura 7.9. Grietas de cortante y grietas de flexion-cortante

N

Las primeras son tipicas de vigas en doble T y se producen porque la tension
principal de traccidn supera la resistencia a traccion del hormigon (f.;). Estudiemos el
estado de tensiones de un punto situado en el cdg de la seccién transversal de la viga en
doble T de la figura 7.10.

Direcciones principales

Figura 7.10. Grietas de cortante

Si se estudia el problema aplicando la Teoria de la Elasticidad se puede
establecer que la rotura por cortante se producird cuando la tension principal de traccion
sea igual a la resistencia maxima a traccion del hormigon (f.). Es interesante observar
que sélo hasta ese instante se puede aplicar Teoria de Elasticidad puesto a partir de ese
momento el hormigén se agrieta y ya no se comporta como un medio continuo.
Imponiendo que la tension principal de traccion sea igual a f, del circulo de Mohr de la
figura 7.10 se deduce que:
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O-X O-X
fo = w/(;)z +7? - (7.6)

De la ecuacidn 7.6 se puede deducir el valor de 7 que produce fisuracion y, por
ende, el valor del esfuerzo cortante.

En el momento en que se produce la fisuracion, la inclinacién de las grietas de
cortante (&) se puede deducir del circulo de Mohr (figura 7.10):

ks
Figura 7.11. Inclinacién de fisuras cerca de los apoyos

Como se puede observar en la figura 7.11, cerca de los apoyos -donde t es
maximo- las grietas de traccion estan mas inclinadas, tendiendo a formar 45° en la fibra
neutra de la viga.

Cuando entre dos grietas verticales contiguas, producidas por tensiones
normales, aparece un voladizo empotrado en la zona de compresiones, ver figura 7.12,
aparece otro tipo de grietas. La carga sobre el voladizo es la diferencia de tracciones en
la armadura inferior entre las dos grietas verticales (dT). Esta diferencia de tracciones
produce un momento en el empotramiento que puede generar las tracciones necesarias
para que evolucione este nuevo tipo de grieta.
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Figura 7.12. Grietas de flexidn-cortante

7.5. PLANTEAMIENTO EN LA NORMATIVA ACTUAL

El siguiente diagrama de flujo tiene por objeto situar al lector en relacion al
tratamiento que la normativa actual hace de la resistencia a cortante de piezas de
hormigdn estructural.

[ Resistencia a cortante ]

v v
[ Piezas sin armadura de ] Piezas con armadura de
cortante cortante
Resistencia Resistencia
en regiones en regiones Contribucién Contribucién
no fisuradas fisuradas [d9| acero ] [d9| hormig()n]

Figura 7.13. Planteamiento general de la resistencia a cortante

La resistencia a cortante en vigas sin armadura de cortante se puede plantear de
dos maneras distintas en funcién de si aparecen 0 no zonas fisuradas. En el caso de que
no aparezcan zonas fisuradas se puede emplear la mecénica del continuo para el
hormigén, siendo posible aplicar la teoria de Colignon siempre que las tensiones de
compresion no sean muy elevadas y se pueda considerar un modulo de deformacion
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longitudinal constante (E.). En este caso la resistencia a cortante se puede deducir de la
expresion 7.4. El Eurocddigo 2 plantea de la siguiente formula para regiones no
fisuradas sin armadura de cortante:

I-b
VRd,C = ?W \/(fctd )2 +q O-cpfctd (7.7)

donde | es el momento de inercia, S es el momento estatico respecto al cdg,
faa=fewo05/yer an=l/lpe<1l para tendones de pretensado y o=1 para otro tipo de
pretensado, o, €s la tension en el hormigon generada por el esfuerzo de pretensado, I, es
la distancia de la seccion considerada al inicio de la longitud de transmision y Iy, es el
limite superior de la longitud de transmision®.

Se puede observar que en el caso de no existir pretensado la expresion 7.7 se
puede deducir directamente a partir de la ecuacion 7.4°,

En el caso de vigas fisuradas no es aplicable la teoria de elasticidad. Este
problema requiere de un tratamiento experimental que trasciende al planteamiento de
este texto. EI EC2 formula que la resistencia a cortante de piezas sin armadura de
cortante en regiones fisuradas es:

Vage = (Crue K100 f, ) + K, 00 )b, d > (Vo + Ky 0 )b, A (7.8)

min

donde:

fex en MPa

k=1+. %sz.o,denmm

D = Al co02

b, d

Aq es el area de la armadura traccionada, que se extiende a una distancia
> (Ipg + d) més alla de la seccion considerada.

by es el ancho menor de la seccién transversal en la zona de traccion
(mm).

Oep =Ngq/ A. < 0.2 g (MPa)

Neg es la fuerza axil sobre la seccidn transversal debida a carga o al

pretensado (expresado en N y positiva en compresion). Se puede
ignorar la influencia de las deformaciones impuestas sobre Ngg.

8 Segtin el EC2, l,e=1.2l,; donde I es el valor basico de la longitud de transmision. Ver

Eurocodigo 2 apartado 8.10.2.2.

° Basta con considerar que en el caso del circulo de Mohr centrado en el origen del
sistema de referencia -t el valor de la traccién maxima es el mismo que el del
cortante maximo (circulo de Mohr de la figura 7.2).
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A El area de hormigon de la seccion transversal.
VRac expresado en N.

El EC2 recomienda Crg = 0.18 /7, Vmin= 0.035 k¥*fy* y k;=0.15.

La norma espafiola EHE establece una serie de limitaciones para la separacion
entre estribos, que de cumplirse permite suponer que la fisuracion debida a esfuerzo
cortante se controla adecuadamente.

Si el elemento estructural tiene armadura de cortante su resistencia a cortante
viene dada como suma de dos: la resistencia aportada por la armadura de cortante mas
la resistencia aportada por el hormigén. La resistencia aportada por la armadura se
deduce mediante la analogia de la celosia, que ser tratada en el apartado siguiente.

7.6. COMPORTAMIENTO DEL HORMIGON AGRIETADO. ANALOGIA DE LA
CELOSIA

Dada la poca resistencia a traccion del hormigén, bajo pequefias cargas éste
presenta grietas orientadas la direccién perpendicular a la direccién principal de
traccion. Una vez que aparecen estas grietas la resistencia del hormigén en la direccién
principal de traccién es nula (aunque cese la carga) y dejan de ser aplicables los
principios de la Mecénica de los Medios Continuos. Una hipoétesis, presentada por Ritter
en 1899, consiste en considerar que la viga se comporta internamente como una celosia
en la que los elementos a compresién (cordon superior y diagonales) estan constituidos
por el hormigon presente en la viga, y los elementos a traccion estan constituidos por la
armadura longitudinal inferior actuando como tirante y la armadura transversal
actuando como montante. Figura 7.14.a

bttt
AN\ -

Figura 7.14. Analogia de la celosia

Los montantes estan concentrados en la armadura vertical. Por el contrario, las
diagonales comprimidas de hormigén no estan concentradas sino que forman un
continuo a lo largo de toda la masa de hormigdn, como se aprecia en la figura 7.14b.

La idea inicial de Ritter fue posteriormente mejorada ya que la aplicacion
estricta del método de la celosia conducia a valores de tensiones en las armaduras de
cortante claramente superiores a los obtenidos en los ensayos. Esto es debido a que
existen otros mecanismos, ademas del mecanismo de celosia, que colaboran en la
resistencia a cortante: en el caso de una viga sin armadura de cortante el modelo de
Ritter supone que la resistencia a cortante es nula y sin embargo la experiencia ha
demostrado que no es asi. Por otro lado, si sélo se considera el mecanismo de la celosia
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el acero quedara tensado en exceso. Se concluye que el cortante que resiste una viga
segin el modelo de la celosia es inferior al que en realidad resiste dicha viga. Otro
inconveniente era que las bielas comprimidas en el modelo de Ritter formaban 45° con
la horizontal y, en general, se comprobd que en hormigon armado este angulo es
ligeramente menor.

A continuacién se plantea la analogia de la celosia con una orientacion
genérica de las bielas de hormigon y de la armadura de cortante. Sea & el angulo que
forman las bielas de hormigén con la horizontal y sea « es el angulo de la armadura de
cortante con la horizontal. En la figura 7.15 se ha aislado un elemento unidad de
longitud de la viga (Figura 7.15). Sea A-A una seccidn en la que el valor de la tensién de
cortante venga dado por la ecuacion 7.5.

Las lineas discontinuas de la figura 7.15 representan los ccddgg de las bielas de
hormigén y las lineas continuas, que forman un angulo « con la horizontal, representan
la armadura de cortante. Estableciendo el equilibrio de fuerzas sobre la cara inferior del
plano A-A de forma vectorial se obtiene el tridngulo de fuerzas de la figura 7.15b, donde
C es la resultante de las compresiones de las bielas de hormigén y T es la resultante de
las tracciones de la armadura de cortante. Ambas resultantes (C y T) generan una
resultante horizontal R que origina unas tensiones tangenciales (z ), verificAndose que:
R=1.zb,. Planteando el equilibrio, segun las direcciones horizontal y vertical, en la
figura 7.15 se obtiene:

C.cos@+T.-cosa=R=r7-b,
C-send =T -sena

(7.9)

Figura 7.15. Analogia de la Celosia

En las ecuaciones 7.9 se despeja C de la segunda y se sustituye en la primera.
Imponiendo que la tension del acero sea f,,q, 0 sea, llevando el acero hasta el
agotamiento: T= A, f,,q, donde A, es el area de armadura de cortante por unidad de
longitud. Se obtiene asi que:
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a

A, f,,q4-sena-(cotd+cota)=1-b, :\é (7.10)

Multiplicando por z -brazo mecanico- a ambos lados de la ecuacion 7.10 y
teniendo en cuenta la ecuacidn 7.5, se obtiene la formula propuesta por las normas EHE
y EC2:

> A, f,q-sena-(cotd+cota)-z=V,, (7.12)

En el estudio de cortante de piezas de hormigon armado, no sometidas a axiles,
se puede utilizar z= 0.9d.

La interpretacion de la ecuacion 7.11 es la siguiente: empleando la analogia de
la celosia y obligando a que la armadura de cortante A, (armadura de cortante por
unidad de longitud) trabaje a una tension™ fy,q, €l cortante que resiste la viga es V,. El
valor Vg, es inferior al cortante que solicita a la viga V4, puesto que, como ya se ha
apuntado anteriormente, el modelo de Ritter no tiene en cuenta que la viga tiene una
capacidad resistente asociada a mecanismos diferentes al del modelo de la celosia. El
simbolo X contempla la posibilidad de la existencia de distintos grupos de armadura de
cortante, con diferentes orientaciones.

Cambiemos el punto de vista: despejemos T de la segunda de las ecuaciones
7.9 y sustituyamos su valor en la primera. Teniendo en cuenta que: C=o; b, -sené,
donde sendes la zona sobre la que actla la tension de hormigén cuya proyeccion es el
lado unidad, tal y como se aprecia en la figura 7.16, se obtiene que:

o, -sen’d-(cotd+cota) =17 = v
‘ b, -z

w

(7.12)

De la ecuacion anterior se puede determinar el valor de la tensién en las bielas
de hormigon cuando la tension cortante sobre el plano A-A es z. Si en la ecuacion 7.12
se impone que o sea la resistencia del hormigdn en biela y se aplica un coeficiente de
reduccion, para tener en cuenta la existencia de axiles adicionales, se obtiene la formula
propuesta por la norma EHE (que coincide con la del EC2):

.COtt9+COtOl

V.=K-f_ b, -d
ut ted 0 1+cot?d

(7.13)

El valor de V,; dado por la ecuacion 7.13 es el cortante que habria que aplicar a
la seccién para agotar el hormigon a compresion. Obviamente V.4 no puede superar este
valor.

% La norma EHE recomienda que la tension de la armadura de cortante sea inferior a
400 N/mm? por razones de deformacién. Al emplear mecanismos de bielas y tirantes
para la demostracion es conveniente que no se produzcan excesivas deformaciones.
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La resistencia del hormigon comprimido en biela es igual a f;q, teniéndose asi
en cuenta que el hormigdén puede presentar fisuracion oblicua o paralela a las bielas de
compresion, con la consiguiente disminucidn de la capacidad resistente a compresion.

ficq = 0.60 fq para fy<60MPa
= (0.90 —f4/200) f.q> 0.5f4 para fy>60 MPa

K es un coeficiente que depende del esfuerzo axil y toma los valores:

K=1.00  para estructuras sin pretensado o sin esfuerzo axil de compresion.

!

K =1+ Zed para 0 < oL, <0.25f,
cd
K=1.25 para 0.25f, < o, <0.50f,
K = 2.5(1— Ted ] para 0.50 < o/, <f,,
cd

donde o’ es la tension de compresion media (medida positiva) en el hormigén debido
a la fuerza axil de disefio, que se debe de calcular teniendo en cuenta la compresion
absorbida por las armaduras comprimidas. El valor de ¢’y no necesita ser calculado en
una distancia menor de 0.5 d cotd, medida desde el borde del apoyo.

Figura 7.16. Campo de compresiones

Contribucién del hormigén en la resistencia a cortante

Como se ha comentado anteriormente, la ecuacion 7.11 corresponde al cortante
resistido por la armadura de cortante empleando la analogia de la celosia. Como ya
habiamos adelantado, se ha comprobado que el cortante resistido por una viga es mayor
que el resistido exclusivamente por el modelo de la celosia. Esto se debe a diversas
causas, entre ellas: al fendmeno arco, al efecto pasador de la armadura longitudinal y al
efecto de rozamiento en la grieta. En la viga de la figura 7.12, sin armadura de cortante,
se forma un arco interno que resiste un cortante adicional al expresado por la ecuacion
7.11, an cuando la viga esté agrietada en la zona de traccién.
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Antes de calcular la contribucién del hormigén en la resistencia a cortante™
cuando hay armadura de cortante consideremos algunos ejemplos relativos a la
naturaleza del hormigén.

El hormigoén es parecido a una piedra y como tal muy deteriorable frente a
deformaciones internas. Una estructura de hormigén que haya sufrido un fuerte
movimiento (sismo, impacto de guerra, atentado, ...) quedara, por lo general,
desmoronada mientras que la estructura metalica (parte del edificio como ascensores,
estructuras auxiliares o estructura completa de acero) sélo se deformaré. Dicho de otro
modo, el hormigdn puede resistir grandes cargas pero en cuanto deforma su resistencia
se ve tremendamente menguada. En ingenieria estructural se define ductilidad de la
estructura o de un elemento estructural (u) a la relacion entre deformacién méxima
(Omax) Y deformacion de cedencia (d,).

La mayoria de las normas no consideran que la contribucion del hormigon a
cortante depende de la ductilidad de la estructura. La resistencia a cortante de un
elemento de hormigén estructural varia en funcion de la ductilidad del elemento
estructural tal y como se indica en la figura 7.17.

Vrd

O\

Figura 7.17. Resistencia a cortante del hormigén en funcion de la ductilidad ()
del elemento estructural

u

En la figura 7.17 se aprecia que en el primer tramo (baja ductilidad) la
resistencia es mayor puesto que el hormigén no se ha deformado mientras que en el
altimo tramo la resistencia es atribuible sélo a la ayuda de la armadura de cortante
puesto que el hormigén ha perdido toda su capacidad resistente frente al cortante. El
tramo intermedio corresponde a una degradacién progresiva del hormigén.

Los grandes movimientos que puede sufrir una estructura de hormigén son
generalmente el sismo y los impactos. Los impactos tales como aviones, bombas, ...
son muy dificiles de cuantificar, sin embargo el riesgo sismico si estd bastante
determinado. Alguna norma (recomendaciones para pilas de puente de la Federal
Highway Administration, EEUU) vincula la resistencia del hormigén a cortante con el
riesgo sismico.

La normativa actual, entre ella la EHE, establece que el agotamiento a cortante
puede venir dado por dos causas: agotamiento a compresion de las bielas, si V4 supera a

1 Existen grandes discrepancias entre los valores de la contribucién del hormigén que
proponen las distintas normas (incluso el EC2 considera nula la contribucién del
hormigdn si existe armadura de cortante).
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V1 (ecuacion 7.13) y agotamiento a traccion en el alma, si V4 supera a V,, siendo Vy;,
el cortante resistido por la viga, teniendo en cuenta todos los mecanismos posibles:
modelo de la celosia y otros.

Los valores de V,, son distintos para piezas con y sin armadura de cortante, tal
y como se puede ver a continuacion:

Para piezas con armadura de cortante, segln la EHE tenemos:

Vg SV, (ecuacion  7.13)
Vrd S\/uz Vu2 :ch +Vsu
ch=|:O.15.5.(100'plfcv)l/3_0'15'al'0éd bodﬂ
/e

c

Vo, =z-sena-(cot a +cot 0)) Af (ecuacion  7.11)
(7.14)
donde:
A, area por unidad de longitud de cada grupo de armaduras que forman un angulo

o con la directriz de la pieza.
fyed resistencia de calculo de la armadura A, con la limitacion de 400 MPa.

z brazo mecanico. En flexién simple, y a falta de datos mas precisos, puede
adoptarse como valor aproximado z= 0.9d.

7 angulo entre las bielas de compresion de hormigdn y el eje de la pieza. Se
adopta el mismo valor que en la ecuacion 7.13 y debe cumplir 0.5 <cot6 < 2.0.

a angulo de las armaduras con el eje de la pieza.

o™ tension de compresion media en el alma de la seccién, medida positiva

=1+, % d en mm.

foy resistencia efectiva del hormigén a cortante en MPa de valor f,,=f, con f., no
mayor de 15 MPa en el caso de control reducido del hormigén.
! cuantia geométrica de la armadura longitudinal principal de traccion, pasiva y

activa adherente, anclada a una distancia igual o mayor de d a partir de la
seccion de estudio.

+A
5= 5P 60
bod
o factor que tiene en cuenta la introduccidon progresiva de las tensiones

transmitidas por el pretensado al hormigdn en el caso de piezas pretensadas con
anclaje por adherencia (EHE).
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2-cotf-1 si 0.5 <coté <cotb,
2-cotd, -1

coto-2 si cotg, <cotd <2
coté, —2

angulo de referencia de inclinacion de fisuras. Este valor puede calcularse
mediante dos criterios: en pre-fisuracién 6 en post-fisuracion. El primero es
deducido de la Teoria de Elasticidad y corresponde al &ngulo de inclinacion de
las fisuras en el alma de la pieza en el instante de fisuracion, esto es, cuando la
tension principal de traccion alcanza fy . El segundo criterio estd deducido a
partir de teorias de campos de compresiones, desarrolladas en el anejo de este
capitulo.

Criterio de pre-fisuracion:

2
cot 99 _ \/fct,m _fct,m(axd + O-yd)+ Oy Gyd {2 0.5

fct,m - O-yd

(7.15)

fetm es la resistencia media a traccién del hormigon

oxd » 0y SON las tensiones normales de calculo, a nivel del centro de gravedad
de la seccion, paralelas a la directriz de la pieza y al esfuerzo cortante
Vg, respectivamente. Estas tensiones se obtendran a partir de las
acciones de célculo, incluido el pretensado, de acuerdo con la Teoria
de la Elasticidad y en el supuesto de hormigén no fisurado y
considerando positivas las tensiones de traccion®.

Criterio de campo de compresiones:

Adoptando este criterio se puede tomar 6,=29+7¢ (6, en grados y & en
%o), donde & es la deformacion longitudinal en el alma, obtenida mediante la
ecuacion:

My +V,y —0.5N, —A o,
g, ~ % 1000 >0 (7.16)
2(E.A +E,A,)

donde gy es la tension de los tendones de pretensado cuando la deformacion
que la envuelve es igual a 0.

12 Tal y como se hizo en la ecuacion 7.6.
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Para piezas sin armadura de cortante la norma espafiola EHE propone la
siguiente formulacion, similar a la propuesta por el EC2 (ecuaciones 7.7 y 7.8):

d SVul
V4 <V,, Para zonas fisuradas :

V,, = {0'18-4(100 pf, )2 4015 ¢ -a;d]bo -d

c

> {0'075 925 14015 g ~agd]bo d

Para zonas no fisuradas :

I-b
Vi, = S : \/(fct,d )2 ta o'yt

(7.17)

donde las variables tienen el mismo significado que en las expresiones 7.14.

Angulo de inclinacion de las bielas de hormigén.

El 4ngulo de inclinacion de las bielas no tiene un valor determinado, siendo
valido cualquier valor que verifique: 0.5 < cot# < 2.0. Lo habitual es imponer que 6 =
6., para ello se puede aplicar el criterio de pre-fisuracion (que por lo general
proporciona angulos excesivos) o bien el método basado en teorias de campos de
compresiones.

Los criterios de pre-fisuracion o elasticos consisten en aplicar la teoria de la
Elasticidad a la zona del alma, tal y como se hizo en el apartado 7.1 en el que se obtenia
6=45° cuando solo existe tensién de cortante. En la Figura 7.10 la inclinacion viene
dada por tan(26)=24 oy cuando existe tension cortante y una tension normal en la
seccidn transversal paralela al eje de la pieza. En el caso de que el diferencial de area
esté sometido a tensidn tangencial 7y dos tensiones normales en caras perpendiculares
oid Y oya, €l angulo de inclinacion de las bielas se obtiene de la ecuacion 7.15, en la que
se ha supuesto que la tension en la direccidn principal de traccion es f .

Existen otros criterios plasticos para determinar el &ngulo de inclinacion de las
bielas. Estos criterios se fundamentan en las ecuaciones 7.10 y 7.12, que plasmamos
conjuntamente aqui:

A, -f,q-sena-(cotd+cota)=r-b, _V
| z

7.18

Vv (7.18)

4

o, -sen’d-(cot@+cota) =1 = .

w
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Como ya vimos, estas ecuaciones se obtuvieron resolviendo el sistema vectorial de la
figura 7.15b, suponiendo que el acero llegaba hasta el agotamiento mientras que al
hormigon se le suponia una tension o (i.e. T=A,f,,q ¥ C=0orbysend ). Uno de los
criterios plasticos consiste en suponer o, =fiey, oy =f,q y Obtener V y 6 de estas dos
ecuaciones. Otro criterio posible es suponer conocidos V' y o, imponer que o;=f1cq, ¥
de la segunda de las ecuaciones anteriores deducir el valor de 6.

Por primera vez el Cddigo modelo CEB-FIP de 1978 (y actualmente algunas
normas, como la EHE) deja al ingeniero calculista el “privilegio” de poder elegir el
angulo 6 (siempre comprendido entre 27° y 65°).
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Ejemplo en hormigén armado

Consideremos la seccion de una viga de 50x30 c¢cm de hormigén HA-
30/P/20/11b con armadura del tipo B-500-S y ejecutada con control intenso. El esfuerzo
cortante efectivo (V,4) al que estd sometida la seccion es de 186 kN y el momento de
disefio (M) es de 200 kN-m. Las comprobaciones que se deben hacer (segin EHE) son
las correspondientes a las ecuaciones 7.14. Optamos por armar mediante cercos a 90°:
a=90° Al tratarse de hormigdén armado, el angulo de inclinacién de las bielas de
hormigon es de 45° (6=45%), tal y como se coment6 en el apartado 7.4. Si aplicamos
criterios de las teorias de campos de compresiones, a partir de la ecuacion 7.16 se
obtiene como angulo de referencia un valor de 6.=36.6°. Optamos por operar con dos
angulos (6=45° y 6=40° ). Los datos correspondientes a 6=40° apareceran entre
paréntesis.

2012

5020

Figura 7.18. Seccion transversal de una viga

Aplicando la ecuacion 7.13 se obtiene que V,;;=801 kN (V,;=789 kN para
6=40°). Este valor no supera V,q y no se produce agotamiento a compresion en el alma.
La contribucién del hormigon para resistir el cortante (V,), para d=445 mm (£=1.67,
»=0.0118, ¢’t=0, f=1 para cy=0y=0Yy 6:=6=45°), es: V., =73.15 kN (en el caso de
6,=36.6 y 6=40° =0.82 y V., =60.00 kN). La parte que tiene que resistir el acero es la
diferencia entre la solicitacion y el cortante resistido por el hormigon: Vy=V,4 -
Ve =112.85 kN (126.00 kN para 6=40°). Aplicando la ecuacion 7.14 para dimensionar la
armadura de cortante por unidad de longitud, se obtiene que se necesitan A,=0.704
mm?/mm (A,=0.591 mm?mm para #=40°). Si tomamos como unidad de longitud el
valor s; (separacion de los cercos) el valor obtenido anteriormente sera la armadura
necesaria para resistir el cortante cada s..
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St

—| |«

St

Figura 7.19. Separacidn entre estribos

, s, =2.23-¢> para 6 = 45°
A z-9

S - Aa =n redondo = NMramas 4 -

ramas

s, =2.65-¢° para 6 = 40°

donde N..... €s el nimero de ramas del cerco o estribo y A, es el area del redondo del
mismo. En este ejemplo se considera un cerco de dos ramas.

La norma EHE establece algunas limitaciones para la disposicion de la
armadura de cortante®®:

- Un valor maximo de s; en funcion de la relacion Vyi/V., en nuestro caso
obliga a que s;<267 mm.

- La separacion transversal entre ramas debe cumplir:

Sttrans< 0.75d= 334 mm <500 mm

en nuestro caso se cumple puesto que tendra un valor ligeramente menor de
200 mm.

- En el caso de que la armadura superior a compresion esté considerada en el
calculo se debe de cumplir la limitacion que ya se estudio en el tema anterior
(ecuacion 6.21) y que obliga a que s; <180 mm en el caso de que los 212
hayan sido considerados en el célculo.

- Se prolongaran los cercos o estribos calculados en una longitud igual a medio
canto de la pieza.

- Ademas la norma espafiola establece un valor minimo para 2A,, :
5 Al fCt—'m-b0 = A, >0.29 mm?/mm

sena 7.5 “

condicién que se verifica puesto que este valor es menor que el necesario por
resistencia.

Operando con varios diametros de cercos para los dos valores del angulo de
bielas de hormigén que se estéan considerando se obtiene la siguiente tabla:

3 El objeto de esta limitacion es la de asegurar un adecuado confinamiento del
hormigoén
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0=45°  0=40°
%) St St
8 143 169
10 223 265
12 321 381

Optamos por disponer cercos de €8 cada 16 cm. La tabla inferior resume los
resultados obtenidos:

0=45° 0=40°
Va1 (KN) 801 789
Veu (kN) 73.15 60
Vsu (KN) 112.85 126.00
A, (mm°/mm) 0.704 0.591
Armadura transversal cd8aldcm cd8albcm
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Ejemplo de hormigoén pretensado

| 15m

Figura 7.20. Viga pretensada de 15 m de luz

Sea la viga pretensada de la figura 7.20, fabricada con hormigén HP-35 y
sometida a una carga ya mayorada de 90 kN/m. La armadura de pretensado esta
compuesta por 14 cordones tipo S7 de ©16 (150 mm?) de acero Y-1860-S7. La fuerza de
pretensado se supone de valor constante igual a 2100 kN.

Los diagramas de momentos flectores y de cortantes debidos a la accion
exterior son los representados en la figura 7.21.:

675 kN
oy
Ley de cortantes
¢ D T 675 kN
Ley de flectores
L1 I 2531.25 kN-m

Figura 7.21. Leyes de cortantes y flectores sobre la viga. Valores de célculo.

Lo primero que debemos calcular es el valor del cortante efectivo, que en
nuestro caso dependera del valor de célculo V4 y de la fuerza de pretensado,
Vi¢=Vq+Vyq, dado que, al ser la seccion de canto constante, V4 es cero. Teniendo en
cuenta la aproximacion sena ~ tana ~ o, y la ecuacioén 4.2, tenemos:

V, =V, +Vpd:@x—P-2%x:@x—2100-2.O¢X (7.19)
75 2" 75 7.5
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La representacion grafica de la ecuacion 7.19 se puede ver en la figura 7.22, en
la que el cortante efectivo se ha dibujado en trazo continuo y el cortante de calculo en
trazo discontinuo. Solo se ha representado una parte de la viga: la otra seria igual y de
signo contrario. El origen del eje de las x esta situado en el centro de luz de la viga, tal y
como se indica en la figura 7.22.

L DVYT RPN 4 V=233 kN
Sso ; V4=409 kN
V=675 kN

Figura 7.22. Cortante efectivo y cortante de célculo '

Ahora hay que decidir el angulo que las bielas de compresion de hormigon
forman con el eje de la pieza (). Por comodidad vamos a emplear el criterio elastico y
ademés consideramos 6 = 6, (angulo de referencia obtenido aplicando la teoria de la
elasticidad, dado por la ecuacion 7.15). Como oy4=0, tenemos:

cotd, = [1-2x
ct,m
o = Na 2100000 _ 554N mmel S, cotg, =1.8 = 0 = 0, = 290
A, 29.10

f.n =0.3-3f2 =3.2IN/mm?

El primer paso es comprobar que el esfuerzo cortante efectivo no supera al
esfuerzo cortante de agotamiento por compresion oblicua en el alma (ecuacion 7.13). La
armadura de cortante estard compuesta por cercos a 90°, siendo K=1.25 (0.25f4 < ¢’ g
=7.24 <0.5fy).

V, <V, = 1.25.0.6-%.150-950 Lot29+60t90 _ 052410 N = 1057 kN

1+ cot? 29

Como se puede ver en la figura 7.22, este valor no se supera en ningin punto.
Si este valor se superase la Unica solucién seria cambiar la geometria de la seccion
transversal de la viga.
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El siguiente paso consiste en comprobar que no se produce el agotamiento a
traccion en el alma (V). Una parte de la traccién en el alma es resistida por el
hormigén y otra parte por la armadura de cortante (Vy,=Ve+Vey).

= [(1—155-4(100-,;I .35)3 +0.15 ¢, -7.24} 1150950 -1=232.7kN

& =1+1/@ ~1.46. p =310 _ 4015, ¢, =10
950 150950

Se ha supuesto que ¢ es igual a 1.0, lo que equivale a no considerar la
influencia de la zona de transmision.

cu

El valor de V, esta representado en la figura 7.22 por una linea punteada. La
armadura de cortante debera resistir la diferencia entre V.4 ¥ V. En el apoyo
necesitamos:

Vg, =V, -V, =409-232.7=176.3kN =z -sena - (cota +cotd)-ZA T
A, =0.286 mm?*/mm

ya,d

Aplicando las limitaciones de la norma EHE, la separacion entre cercos, s,
debe ser como maximo de 450 mm (Vy1/V=2.6): optamos por 300 mm. Esto supone
que 2-A,=0.286-300=85.8 mm?, siendo suficiente con colocar un cerco &8 cada 30 cm.
La cuantia minima de armadura de cortante es de A,=0.145 mm’/mm, que se cumple
con cercos &6 cada 30 cm. La forma de proceder es la siguiente: colocamos cercos &6
a 30 cm, hasta que V,4-V, Sea justo la armadura que resisten los cercos del tipo cercos
&6 a 30 cm, a partir de ahi colocamos cercos &8 cada 30 cm hasta el final —ampliado
en una cantidad h/2 -.

=z-sena-(cota +cotd)-A, -f ,, =58 kN

Su  |para¢6
Sustituyendo en la ecuacién 7.19, tenemos:

V4 :%X—Zloo-%X:58+232.7 = X =5.33m

Luego la disposicién (5.33-1/2=4.83, que se redondea a 4.5 m) es:
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| 54'5m5 E4.5m S |
cJ6 a 30 c8 a 30

Figura 7.23. Distribucidn de cercos

Si se opta por un criterio plastico, como puede ser imponer que el hormigon
trabaje a f,y y el acero a fy4. Las incognitas en las ecuaciones 7.18 son Vy, y 6.
Resolviendo el sistema se obtiene: Vg, = 574 kN y £=11.28° (el valor de @ es inferior al
permitido por la norma, por lo que adoptamos el limite inferior 6=27°). Fijando 6=27°
el valor de Vy, es 228.8 kN para cercos &8 cada 30 cm.



HORMIGON ESTRUCTURAL 247
) ) Hernandez-Gil
7.7. INTERACCION FLEXION CORTANTE

Consideremos una viga como la de la figura 7.24. Las ecuaciones de equilibrio,
en una seccion transversal cualquiera, se pueden plantear a partir de dos modelos: la
analogia de la celosia (figura 7.24 izq.) o la teoria clasica de la viga (figura 7.24 dcha.).
Segun la teoria clasica de la viga, si la seccion estd sometida a flexion simple se
cumplird: M= T-z= C-z, segln se tomen momentos respecto del punto O 6 respecto del
c.d.g. de las compresiones, respectivamente.

Figura 7.24. Modelos segun la analogia de la celosia y segun la teoria clésica
de la viga.

El planteamiento del equilibrio de la viga a partir de la analogia de la celosia es
un poco mas complejo. Damos un corte a la viga por una seccion siguiendo la
inclinacion de las bielas de hormigon (figura 7.24 izg.). Las ecuaciones de equilibrio
tendran la forma:

YR oV =V, +V,
> Fy > C=T+V, - cota (7.20)
zcoté

2

M, >M=C-z-V, -z-cotd -V, ~cota-§—vs-

En las ecuaciones anteriores se ha supuesto que el cortante V es resistido por el
hormigoén en la zona de compresiones (V.) y por la armadura de cortante (V). Se supone
que la resultante de la armadura de cortante (de valor V/sena) esta aplicada en la mitad
de la linea AO, siendo su proyeccion vertical Vs y su proyeccién horizontal V-cote , tal
y como se indica en el esquema de la figura 7.24. En las ecuaciones anteriores
sustituimos V. de la primera en la tercera y C de la segunda en la tercera, obteniendo:

M = z-[T -V —\/25)c0t49+vzscota} ->T :M+V cot@—%(oot9+cota) (7.21)
z

AT
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Como podemos observar en la ecuacion anterior, el valor de T no es M/z como
predecia la teoria clasica de la viga, sino que aparece un AT adicional, como
consecuencia de haber considerado un comportamiento diferente al clésico. Este nuevo
comportamiento lo denominamos analogia de la celosia modificada (modificacion del
modelo de la figura 7.14a, considerando V).

El momento M, para una seccién determinada, es el obtenido del diagrama de
momentos flectores para una seccion determinada. Con la teoria clasica se cumplia que
T=M/z, sin embargo esto no se cumple con la analogia de la celosia modificada. ¢;Qué
momento M’ tendremos que tomar para que introducido en la igualdad T=M’/z se
obtenga el valor de T dado por la ecuacién 7.21?, esto es:

M M+AM
z YA

T (7.22)

o dicho de otro modo: ¢en qué punto de la ley de flectores de la viga el
momento es M’=M+AM?. Si este punto estd relativamente cerca de la seccion
considerada se puede realizar la aproximacion de la figura 7.25, que consiste en
imponer M+AM=M’=M+V-sy Sustituyendo este valor de M’ en la ecuacién 7.22 y
teniendo en cuenta la ecuacién 7.21 se obtiene que:

M+V s \Y
TV S M+V cotd ——(cotd +cota) (7.23)
z z 2
Sq
<>
\Y
( DM, M=~ M -V-sy
M

Figura 7.25. Decalaje

despejando sy de la expresion anterior — y empleando la notacién de la EHE-:
1V,
Sy =2- cotH—E—(cotH+cota) (7.24)
rd

Por tanto, la armadura longitudinal deberd de ser capaz de soportar un
incremento de traccién AT, cuyo valor se puede deducir de la ecuacién 7.21 6 7.23:
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AT =V, cotd - \% (coté +cota) (7.25)

En la practica, este incremento de traccidén AT se introduce “decalando” la ley
de momentos de calculo My una magnitud sq (dada por la expresion 7.24) en el sentido
mas desfavorable, lo que equivale a considerar el momento existente a una distancia sq
de la seccion considerada, tal y como se indica en la figura 7.26. A s4 se le denomina
decalaje de la ley de momentos flectores.

Ley de flectores - |«
clasica

Ley de flectores

«— decalada

Figura 7.26. Ley de momentos flectores y ley de momentos flectores decalada

Para elementos sin armadura de cortante el decalaje debe de ser igual al canto
atil, d (9.2.1.3 (2) del EC2). La norma EHE permite tomar sy=d para 6=45°.
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Ejemplo de decalaje

En la figura 7.27 se representa una viga biapoyada, de 10 m de luz y de seccion
transversal constante de 30x50 cm. Sobre ella actua una carga de disefio* puntual
aplicada en el centro de luz de 100 kN. Esta es la Gnica carga que se va a considerar. Se
procederé a armar la viga con armadura pasiva. La viga esta fabricada con HA-25 y B-
500-S: f,=25/1.5=16.7 N/mm?, f,;=500/1.15 =434.8 N/mm’.

100 kN
. VA . "
_. .% _____________________ L i,_‘ 500 mm
| 10 m A | -
I [<—>I
300 mm
50 kN i
Ley de cortantes
vt 50 kN

~ # A Leyes de flectores

- 10! g
HANM SN 250 kN-m
21LKNM oo T T

.................... - -
253 KN-m 0.45m Ley de flectores decalada
Ley de flectores clasica [<=> [1.23m
|< I3.17 mE |
1020 L=366cm
220 L=754 cm
L 2020 L=1024 cm ]

Figura 7.27. Viga biapoyada de 10m de luz

Para armar la viga se emplea célculo en rotura y se plantean las ecuaciones de
equilibrio a nivel seccién para el valor del momento maximo My=250 kN-m. Se
consideran 50 mm de recubrimiento mecénico, esto es, distancia entre el paramento
inferior y el c.d.g. de la armadura de traccion (i.e.: d=450 mm). Los valores limite son:
Xim=278 mm Yy M.;m:0.85-fcd-0.8-x|;m-300-(450—0.4-x”m):320.87 kN-m. Como My<Mim NO
se necesita armadura de compresion para resistir el momento de disefio de 250 kN-m.
Las ecuaciones de equilibrio de axiles y momentos son:

14 Carga de disefio equivale a decir carga mayorada.
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Ny => N=085-f,-b-08-x —Af, =0
Mg =>M=0.85f,-b-0.8-x-(d-0.4x) =250 kKN-m

del sistema anterior se obtiene: x= 198 mm y A;=1551 mm? que se resiste con 5220
(1571 mm?). La EHE obliga a continuar hasta los apoyos al menos 1/3 de las armaduras
necesarias, en este caso 2320. Optamos por realizar 3 escalones de armado (no tendria
sentido utilizar 5220 en toda la viga): uno con 5220, otro con 4320 y otro con 220.
El siguiente paso es plantearse qué momento resisten dichos armados puesto que a partir
de ahi dejan de ser necesarias las barras, luego a partir de ese punto se afiade la longitud
de anclaje. Asi pues, en el sistema de ecuaciones anteriores introducimos A (=1571
mm? para 5220, 1257 mm? para 4220 y 628 mm? para 2320) y obtenemos el valor de x
(profundidad de la fibra neutra) y My. Los valores de My obtenidos son, 252.8 kN-m para
5320, 210.8 kN-m para 4220 y 114.1 kN-m para 2320, representados en la figura 7.26
en linea discontinua.

Se toma como sy (magnitud del decalaje) la cantidad d. En este caso la ley de
momentos flectores decalada responde a la ecuacion siguiente, en la que se ha tomando
como origen de x el punto de centro de luz™:

M =250 para 0 < x <0.450m

M :250—(x—0.45)-2i50 para 0.450m < x <5m

Introduciendo M=210.8 kN-m obtenemos que x=1.23 m, e igualando M=114.1
kN-m se obtiene x=3.168 m. Luego entre los puntos 0 y x=1.23 son necesarias las 5
barras &20. A partir de x=1.23 podemos prescindir de una de las barras. Como hemos
optado por realizar tres escalones (5 barras, 4 barras y 2 barras), el punto a partir del
cual s6lo son necesarias dos barras corresponde a x=3.168 m. Cuando las barras dejan
de ser necesarias hay que prolongar una longitud de anclaje, que segin la EHE es I,=60
cm —posicion I-. Las longitudes finales de las barras se indican en la figura 7.27.

15 En general se utilizan listados de datos (hojas de calculo o similares) para operar con
las leyes de flectores y sus correspondientes leyes decaladas. En este ejemplo, por
pedagogia, hemos optado por una ley sencilla en la que es facil operar y seguir el
procedimiento.
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7.8. PUNZONAMIENTO

La actuacion de una carga concentrada en losas se denomina punzonamiento.
La figura 7.28.izq representa una viga sobre la que actda una carga concentrada. En este
caso para realizar la comprobacion de agotamiento se calcula la resistencia al esfuerzo
cortante en la seccién en la que esta aplicada la carga puntual. Cuando la carga actia
sobre una losa (figura 7.28.drcha) el planteamiento es similar pero ahora en lugar del
ancho de la viga b,, se considera el perimetro de un cilindro concéntrico al punto de
aplicacion de la carga (uy), tal y como se indica en la figura 7.28. Al perimetro de la
seccion transversal del cilindro se denomina u; (perimetro critico) y a la superficie de
ese cilindro se le denomina area critica.

P
' A\ 4 ! —
_l_ ________________________ _; - N
| L | v
1
[<=>1
> age
pr2| 4lv
o (UF]

oI Superficie critica resistente ' '
P/2 de punzonamientC\//; '
|
Ley de cortantes en viga .- _2®d_ -7

Figura 7.28. Superficie critica de punzonamiento.

La norma EHE define como érea critica a la superficie de un cilindro de altura
la de la placa y de perimetro el correspondiente a una distancia igual a 2d (d = canto
atil) desde el perimetro del area cargada o del soporte. Si la tension tangencial en la
superficie critica, 7,4 (denominada tension tangencial nominal de calculo en el perimetro
critico), es menor que un valor establecido por la normativa, 74 (denominado tension
méaxima resistente en el perimetro critico), no serd necesario disponer armadura de
punzonamiento, puesto que el hormigdén absorbe toda la tensién de cortante generada
por la carga puntual.

En el caso que no se cumpla la condicién anterior, i.e. zg > 74, habra que
disponer armadura de punzonamiento. En este caso, para dimensionar la armadura se
aplica la teoria de cortante desarrollada en este capitulo aunque es frecuente
redimensionar la seccion para que se verifique 7y < 7.
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Ejercicios propuestos

1.

2.

Completar el ejemplo de la figura 7.27 calculando la armadura de cortante a 90° y a
60°.

Leer los articulos de punzonamiento de la EHE o del EC2 y descubrir las
similitudes con los articulos de cortante.

Comentar los articulos de la normativa referentes a rasante (o cortante) entre alas y
alma de vigasen T.
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ANE]JO. Teorias del campo de compresiones

Es muy interesante, desde el punto de vista de la aplicacion técnica, que la
normativa relativa al calculo a cortante esté basada en modelos conceptualmente
sencillos, con sentido fisico, en lugar de en complejas ecuaciones empiricas. Si
estos modelos de cédlculo a cortante son faciles de entender, el ingeniero podra
abordar nuevos problemas de disefio de forma racional. Se puede afirmar que
todavia se esta buscando una teorfa que explique el comportamiento del hormigén
sometido a esfuerzos cortantes. Dentro de las teorfas de cortante existe un grupo,
conocido como “teorias del campo de compresiones”, que resultan muy utiles para
el estudio del hormigén estructural y que seran tratadas en este anejo. El indice de
este anejo es el siguiente:

- Introduccién

- Campo de deformaciones

- Ecuaciones de equilibrio

- Ecuaciones de comportamiento de los materiales

Introduccion

El alma agrietada de una viga de hormigén armado transmite el cortante
de forma compleja. Inicialmente aparece una familia de grietas y segin se
incrementa la carga aparecen nuevas grietas mientras que las iniciales se propagan y
cambian de inclinacién. Debido a que la seccidn transversal esta solicitada por un
momento y un cortante, las deformaciones longitudinales y la inclinaciéon de las
grietas variaran con la profundidad de la viga (figura A7.1)

Barra 10 20 30
Area (mm?)|| 100 300 700
Anchura de grietas en mm £, (MPa) 522 475 483
- Cercos de 10 a 440 mm .0.40 x10°?
l 4-30 \J
vy 2-20f" 238 MPa
[) 2-20
2-20
8-30| A )
2.6 mal apoyo Seccién A Seccién B 2.60 103
;\M =13V Lc : g%g/lz%a Tensiones de cortante Deformaciones
1 = 0.

enB Longitudinales en B
a=10mm

Figura A7.1. Ejemplo de alma agrietada de una viga con rotura por
cortante.

Los modelos de Ritter (1899) y de Mérsch (1920 y 1922) explicaron el
comportamiento frente a cortante suponiendo la existencia de bielas a compresién
en el hormigdn, inclinadas a 45°. En la direcciéon petpendicular a estas bielas el
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hormigbn se encuentra agrietado y como consecuencia de ello deja de resistir a
traccion. Segun el modelo de bielas a 45° (figura A7.2a), el cortante maximo se
alcanzara cuando los cercos alcancen la tensién de cedencia, lo que corresponde a
una determinada tensién de cortante cuyo valor se puede deducir a partir de la
ecuacion de equilibrio de las fuerzas verticales de la figura A7.2a.
Af
b—_sy =p,f, (A7.1)

A,-fy-gzr-bw-h = 7=

w

donde A, es el area de los cercos, £ la tensioén de cedencia, 4, el ancho del alma, / el
canto y s la separacién entre estribos. El cociente 4/ es el nimero de cercos en la
figura A7.2a.

%
e A
—>|s |«
a b

Figura A7.2. a) Estribos a 90° y bielas a 45° b) Estribos a 90° y bielas a 6.

Aplicando el criterio anterior a la viga de la figura A7.1 le corresponde
una tensién maxima de cortante de 0.80 MPa. Sin embargo, la viga resistié 2.38
MPa en el laboratorio y, por tanto, la ecuacién anterior -basada en la teorfa de
bielas a 45° - resulta excesivamente consetvadora.

Una de las razones por las cuales el método de la analogia de la celosia es
muy conservador es porque la inclinacién de las bielas medidas respecto a las fibras
longitudinales (6) suele ser menor de 45°. Para una inclinacién genérica 6 del angulo
de las bielas (figura A7.2b) la ecuacién anterior tiene la forma:

r = p,f, -cotd (A7.2)

Teniendo en cuenta la ecuacién anterior, para que la resistencia a cortante
de la viga de la figura A7.1 fuese igual a 2.38 MPa las grietas deberfan estar
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inclinadas 78.6°. Como se puede apreciar en la figura A7.1, la mayor parte de las
grietas tienen inclinaciones mayores a ésta.

Campo de deformaciones

Antes de formular una ecuacién basada en los mecanismos de bielas para
determinar la resistencia a cortante de una viga o para diseflar los estribos, es
necesario conocer el angulo de inclinacién de las bielas, 6. Con relacién a este
problema, Morsch en 1922 comenté “es absolutamente imposible determinar
matematicamente la pendiente de las grietas secundarias con las que poder disefiar
los estribos”. Sin embargo, un problema parecido se resolvié con éxito en perfiles
metalicos de alma débil, mediante las teorfas denominadas de los campos
diagonales de tracciéon. Un ejemplo de esto lo podemos ver en la figura A7.3, que
muestra el alma de una viga metalica, que ha generado un campo diagonal de
tracciones. Este campo estd apoyado principalmente en la parte superior e inferior
—alas de la viga-, puesto que la parte lateral no ofrece resistencia suficiente y ha

cedido.

7
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Figura A7.3. Campo diagonal de tracciones apoyado en la parte superior e
inferior.

En el campo diagonal de tracciones un mismo material —el acero- se
comporta de manera muy diferente segun esté solicitado por compresiones o por
tracciones. Algo parecido se iba a aplicar en el estudio del hormigén estructural.

Basandose en el planteamiento anterior y trasladindolo al estudio del
hormigén se han formulado aproximaciones conocidas como teorfas del campo de
compresiones.  Fstas determinan el angulo de inclinacién de las bielas (6)
considerando las deformaciones de la armadura transversal, de la armadura
longitudinal y del hormigén. A partir de las teorfas del campo de compresiones se
puede estudiar la respuesta carga-deformacién de una secciéon sometida a cortante,
para ecllo se plantean las condiciones de equilibrio, las condiciones de
compatibilidad y las relaciones tensién-deformacion tanto para la armadura como
para el hormigén agrietado.
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Las teorfas de los campos de deformaciones estin formuladas en la
mecanica del continuo, considerando deformaciones medias!, tal y como se indica
en la figura A7.4a. Si la armadura longitudinal sufre un alargamiento medio &, la
armadura transversal un alargamiento medio & y el hormigbén en la direccién
principal de compresién un acortamiento medio &2 se puede deducir la direccion
principal de deformaciéon de compresion, a partir del circulo de deformaciones?

(tigura A7.4b).

E, — &
tan® g = "2 (A7.3)
& — &
T y 0.5 Distorsién angular
-82% €1
<>
€1 \ €t
&t y —
€ \AL 0.5 ym
X
— 2 14
€ 29/§ Deformacién normal
(5] \7 X
\ Ex
= <«
a) Deformaciones medias b) Circulo de deformaciones medias

en un elemento agrietado

Figura A7.4. Condiciones de compatibilidad para el alma agrietada.

A partir del circulo representado en la figura A7.4b se puede deducir la
deformaciéon media principal de tracciéon (¢7) en funcién de otras deformaciones,
mediante cualquiera de estas igualdades:

e =¢.+e—¢,=¢ +(g, —¢&,)cot’ 0 (A7.4)
St hay armadura activa, se cumplira ademds que g=é&.+4¢, donde & es la

deformacioén unitaria de la armadura activa y Ag, la deformacion impuesta por el
sistema de pretensado.

! Comunes a acero y a hormigon.
2 Al hacerse el planteamiento en deformaciones medias este razonamiento es
valido aunque el hormigén esté agrietado,
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Ecuaciones de equilibrio

La primera de las denominadas teorfas de campos de compresiones se
conoce como Teorfa del Campo de Compresiones (en adelante TCC). La TCC fue
posteriormente modificada y surgié la que se conoce como Teoria Modificada del
Campo de Compresiones (en adelante TMCC). La diferencia entra ambas se puede
ver en la figura A7.5.

La figura A7.5 muestra el alma de una viga de hormigén armado antes y
después de la fisuracién. Antes de producirse la fisuracion el cortante es resistido
por tracciones y compresiones diagonales en el hormigén, donde o7 y o2 son las
tensiones principales de traccién y compresion, respectivamente. Una vez que se
produce la fisuracién el hormigén pierde su capacidad resistente a traccion y la
TCC considera que, a partit de ese instante, ¢;=0. Sin embargo, debido al
fenémeno de la tensorrigidez, el hormigén si contribuye -en lo que a la
deformacion del elemento se refiere- después de fisurado y, en base a ésto, la
TMCC considera una resistencia media del hormigén a traccion.

ya
- 7 7 7 - 7 ’I ,/
Tr,f Foi? T RN G,
T . ’/ y 2 /’ ! _/ ,\0'1’/ l
a) Antes de fisurar b) Teoria del Campo de c) Teoria Modificada del
Compresiones, 0,=0 Campo de Compresiones, 0;#0

Figura A7.5. Diferencia entre la TCC y la TMCC
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El planteamiento de las ecuaciones de equilibrio es distinto segin se
emplee la TCC o la TMCC. Las ecuaciones de equilibrio se plantean para una viga
simétrica de hormigén con armadura pasiva y activa, supuesto que la tensiéon de
cortante viene dada por la siguiente expresién (ecuacion 7.5, §7.3):

(A7.5)

Aplicando la TCC e imponiendo el equilibrio de fuerzas verticales se
obtiene:

Y 1 Y
b, -z sendcoséd b, -z

o, (tan @ +cot d) (A7.6)

La componente longitudinal de la fuerza de compresion vale:
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o,2b, cos’d = (A7.7.2)

tan @

Esta fuerza debe de ser contrarrestada por una fuerza axil de traccién, N,,
en la armadura longitudinal:

N, = A, 0 + Apap = v

tan @

(A7.7.b)

Planteando equilibrio de fuerzas verticales en el detalle de la figura A7.6 se
obtiene que la fuerza de compresioén diagonal del hormigén (o2 s sent b,) introduce
una componente vertical (o2 s se#?0 b,) que debe de ser contrarrestada por la
armadura transversal A, g, :

A.0, =0,5en’db,s (A7.8)

Las tres ecuaciones A7.6, A7.7.b y A7.8 constituyen las ecuaciones de
equilibrio para la Teotia del Campo de Compresiones.

7
b /
vd 2
v / |2
¢

Figura A7.6. Estudio del equilibrio para la Teorfa del Campo de
Compresiones (TCC).

La figura A7.7 representa el equilibrio para la Teorfa Modificada del
Campo de Compresiones. Como se aprecia en la figura A7.7, el valor de la tension
del hormigén perpendicular a las grietas o7 es tenido en cuenta (este valor era cero
en la TCC, como ya vimos). De hecho, las ecuaciones de equilibrio en el caso de la
TMCC difieren de las ecuaciones de equilibrio de la TCC en el término o;.
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Circulo de tensiones medias del hormigén

Figura A7.7. Estudio del equilibrio para la Teorfa Modificada del Campo
de Compresiones (TMCC).

Analicemos la viga en doble T simétrica de la figura A7.7 sometida a

cortante. Sea Ay el area total de la armadura longitudinal activa y A.. el area total
de la armadura longitudinal pasiva. El cortante en la seccién produce compresiones
diagonales, o, y tracciones diagonales, ¢;. Cuando el hormigén se agrieta las
tensiones de traccioén varfan desde 0 en la grieta hasta valores maximos en la zona
entre grietas. Para formular el equilibrio, y haciendo uso de la Mecanica del
Continuo, es necesario operar con una tension de tracciéon media, o;. En este caso,
el circulo de Mohr de tensiones medias es el representado en la figura A7.7. Del
circulo de tensiones medias en el hormigbn se puede deducir la primera de las

ecuaciones A7.9.

o, = (tanéd + cot 0)L -0,
zb,

A, o, =(o,5en’d - o, cos’d)b,s

(A7.9)

\%
2 2
Ao + A0, =(0,c08" 0 -0csend)b,z = ong o,b,z

De la descompensaciéon de la proyeccion vertical de resultantes de las

tensiones principales ¢z y o7 se deduce la fuerza absorbida por la armadura
transversal, que corresponde a la segunda de las ecuaciones A7.9, en la que g, es la
tensién media de la armadura transversal.
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Introduciendo el valor de o2 de la primera de las ecuaciones A7.9 en la
segunda se obtiene el valor del cortante como suma de dos componentes: la
absorbida por el hormigén a traccidon més la absorbida por los estribos
respectivamente:

V =o,b,2z cot 0+ 2% 7 cotg (A7.10)
s

Si el esfuerzo axil que solicita la seccién es nulo, las tensiones diagonales
en el hormigén generan una componente longitudinal no compensada que, como
ya vimos en el apartado §7.7, es la responsable del “decalaje de la ley de flectores”.
En el caso de elementos con armadura activa esta componente da lugar a la tercera
de las ecuaciones A7.9, en la que g y g, son las tensiones medias en la armadura
longitudinal pasiva y activa respectivamente.

Ecuaciones de comportamiento de los materiales

Las tensiones y las deformaciones estan relacionadas mediante las
ecuaciones de comportamiento del material. Las relaciones tensién-deformacion se
aplican al acero en las direcciones de la armadura y al hormigén en las direcciones
principales. Las deformaciones consideradas son deformaciones medias, ya que
estan medidas en distancias superiores a la separacion entre grietas.

Ecuaciones de comportamiento de los materiales: hormigon

Las deformaciones y las tensiones estin relacionadas mediante los
modelos tensién-deformacion de los materiales. Para el hormigdn a compresion
los modelos habituales son los presentados en el capitulo 3, figura 3.7 (ver figura
3.6). Como ya vimos, el modelo representado en la figura 3.7 reproduce el
comportamiento del hormigdn en el ensayo a compresion en probeta cilindrica. El
caso que nos ocupa es bien distinto dado que ahora el hormigén esta solicitado a
compresion en una direccién principal al mismo tiempo que traccionado segin la
otra direccion principal y ademas estd agrietado. Como ecuacién de
comportamiento del hormigén en este caso Vecchio y Collins? (1982) proponen:

3 Existen en la literatura numerosos modelos de comportamiento para el hormigon
agrietado, aqui se ha optado por uno de ellos.
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2
£ || &

O-2 = f2,max 2

E
cl ¢l (A7.11)

donde f = fe

2max — A o . 1o < fc
™70 841708,

La representacion grafica de esta expresion se puede ver en la figura A7.8.
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a) Tensién-deformacion del hormigén agrietado  b) Tensién maxima del hormigén agrietado

Figura A7.8. Relaciones tensién-deformacién para el hormigén agrietado
en compresion.

La TMCC considera la relacion tension-deformacion del hormigén a
traccion que se estudié en el apartado §6.3 y que se transcribe nuevamente aqui*:

* Esta ecuacion puede verse en Collins y Mitchell (1991). Otros autores proponen
ecuaciones  alternativas  existiendo entre ellas diferencias  sustanciales.
Recientemente Bentz (2005) propone una nueva ecuacién para el comportamiento
a traccién del hormigdén en funcién del area de hormigdén que afecta a la barra (7.5
diametros en torno a la barra):

ff=—<m __ donde M todo en mm (A7.12bis)

_ A
1+,/3.6Me, > dyr

donde 4, es el diametro de la barra y 4, es el area de hormigén perpendicular a la
barra que la afecta. Esta nueva ecuacion se ajusta mejor a los datos experimentales
existentes.
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o, =E.¢ para & <&y,
(A7.12)

A, ayf

0, =—F—
' 1+,/500¢,

donde &m es la deformacién unitaria correspondiente a fom. El resto de parametros
ya se vieron en el apartado 6.3. La representacion grafica de la ecuacién anterior se

muestra en la figura A7.9.

para & > &y,

fem[

Ectm

Figura A7.9. Relacion tension-deformaciéon media para el hormigén en

tracciéon.

Ecuaciones de comportamiento de los materiales: acero

Ambas teorfas, la TCC y la TMCC (Collins y Mitchell 1991) adoptan
relaciones bilineales para el acero (figura A7.10 a y b, linea continua)

a) Armadura longitudinal b) Armadura transversal

Figura A7.10. Relaciones tensién-deformacion del acero
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Otras teorfas proponen relaciones bilineales con valores inferiores a los
anteriores en base a que el comportamiento medio de las barras embebidas debe de
ser menor que el de la barra aislada (Belardi y Hsu 1994). Estas relaciones se han
representado cualitativamente con linea discontinua en la figura A7.10.

Otras teorfas (Hdz-Montes y Gil-Martin 2005) proponen que los modelos
de acero y de tensorrigidez de hormigén deben de estar relacionados sin ninguna
formulacién adicional. Siempre que el acero no entre en cedencia en la grieta (i.e.
0,=f;) el médulo de deformacion del acero sera I, Cuando, en una grieta, el acero
alcance su limite elastico el médulo de deformaciéon medio del acero se vera
alterado, ver figura A7.11. Si se establece el equilibrio entre la seccion de la grieta
(cuando se ha producido cedencia en el acero) y una seccién que represente el
estado medio de tensiones (figura A7.11) se verificard que:

i Eo-s,medﬁfy

%_s\";y(__\* ——)/ﬁ~|1 —é Oct,med

: 7

'
Seccion Seccién en
genérica grieta

Figura A7.11. Barra sometida a traccién. El acero ha alcanzado la tension
de cedencia f,.

Asfy = Asas,med + Ac,ef O-ct,med (A7'13)
—
grieta seccién media

de donde se puede deducir el valor medio de la tensién en la armadura:

_ Aot a10fm

O meq =1 Si Eum 2 Emaxi
Sl YA 1+4/500¢, em e (A7.14)
O-s,med = Esgct Si ‘C"ctm < gmax,l

El valor de &max) corresponde a la deformacion de la primera cedencia en la grieta
y se calcula a partir de la ecuaciéon A7.13.
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a.of
8 ES = gmax ES + e L2om
Ay A Ema Ao 1+,/500¢

max, |

Ejemplo

Si estudiamos el ejemplo de la figura A7.1 aplicando la TCC se obtiene un
sistema de 8 ecuaciones no lineales: 3 ecuaciones de equilibrio (A7.6, A7.7b y
A7.8), 2 ecuaciones de compatibilidad (A7.3 y la primera igual de A7.4) y 3
ecuaciones de comportamiento de los materiales: ecuacion A7.11 para el hormigén
a compresion y las relaciones bilineales para la armadura con E=200000 N/ nin.
Las incognitas son: 0, &y, €1, &, €2, 02, Gy Y 0. Se puede comprobar que la tension de
cedencia en la armadura transversal (522 MPa) se alcanza para '=458 £N (0=25.5°
y 7=1.69MPa). Para posteriores incrementos de 7 la tensién en los cercos

permanece constante y el agotamiento del hormigén a compresion se produce para
un valor del cortante '=736 &N (0=16.5°y t=2.71MPa).

Estudio a nivel grieta en la TMCC.

Los resultados obtenidos a partit de la TCC estin mds cercanos al
comportamiento de agotamiento en la grieta que los de la TMCC. Esto es debido a
que la TCC considera que la resistencia del hormigén a traccion es nula, lo que es
cierto a nivel grieta.

Puesto que el fallo de un elemento de hormigén armado no esta
gobernado por las tensiones medias sino por las tensiones locales a nivel de las
grietas, es preciso adaptar la TMCC para el estudio del agotamiento. Belardi y Hsu
(1994) demostraron que las teorfas que utilizan modelos de acero embebido
(Figura A7.8 linea discontinua o el método de la ecuacién A7.14) no necesitan
comprobacién del estado de tensiones en grieta.

Por ahora sélo se han tratado tensiones y deformaciones medias, teniendo
en cuenta que éstas varfan de un punto a otro, especialmente entre las grietas y las
zonas entre grietas (ver figura A7.12). Obviamente, en grieta la traccién en el
hormigén es nula mientras que la tensiéon en la armadura es maxima.

Para valores pequefios del esfuerzo cortante, la traccién se trasmite a
través de las grietas mediante aumentos locales en la tensién de las barras de acero.
A ciertos niveles de cortante la tension de la armadura del alma puede alcanzar el
valor de fluencia, figura A7.12c. Si el esfuerzo cortante aumenta, para transmitir
tracciones a través de la grieta serd necesatia la aparicion de tensiones de cortante
locales, 7., que actdan tal y como indica la figura A7.12b.
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La capacidad de la interfase de la grieta para transmitir estas tensiones
tangenciales dependera del ancho de la grieta (w) y del tamafio maximo de arido ().
El valor maximo de 7z viene dado por la expresiéon (Bhide y Collins, 1989):

0.18,f,

7., <
“ 24w
0.3+ /é+16

En la expresién anterior no se tienen en cuenta los efectos favorables
producidos por compresiones locales en la interfase de la grieta.

(MPa, mm) (A7.15)

b) Detalle de la grieta

c) Tensiones locales en la grieta d) Tensiones medias calculadas

Figura A7.12. Fuerzas a través de la grieta.

Las dos familias de tensiones de las figuras A7.12c y A7.12d deben de ser
estaticamente equivalentes. Por eso ambas componentes verticales han de ser
iguales:

z b,z
+ 0,
stanéd tan @

= AL, ($} +17,b,z (A7.16)

ASV O-SV (

de donde se puede deducir el valor de la traccién transmitida por el hormigéon
entre grietas, oy :
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o, =T, tan¢9+&(f
sb

w

— O,

W v ) (A7.17)

El ancho de fisura, », se puede obtener a partir de la siguiente ecuacion:

W=g- S,
B 1
mé " send cosé

+
S S

siendo: s (A7.18)

mx mv

En la expresiéon anterior sme es la separacion media de las grietas

diagonales, s v s son las separaciones entre grietas en las direcciones de la
armadura longitudinal y transversal respectivamente, & es la deformacion
longitudinal unitaria en la direccion principal de traccién y 6 el angulo de
inclinacién de las bielas, tal y como se indica en la figura A.7.13.

El codigo modelo CEB-FIP propone una formulaciéon para estimar las

separaciones entre grietas. Esta formulacién fue deducida para el ancho de fisura
en superficie. Para adaptar esta férmula, en lugar de ¢ (recubrimiento) se emplean
¢V 6, que son las distancias del cdg de la secciéon bruta a la armadura longitudinal y
vertical, respectivamente. Ver figura A.7.14.

donde:

S,y = 2[0x + :_(X)j +kK, Ay

Px
S q (A7.19)
Suy =2/ C, +— |+ kk, =2
10 o
@/)ZA.W// (bwf)
Ox— (14.rx+Apx) / A[,
k2=0.25y

=0.4 para barras corrugadas
'1=0.8 para barras lisas o tendones

Otro limite del valor de la resistencia a cortante viene dado por la cedencia

de la armadura longitudinal. Las componentes horizontales que aparecen en los
modelos de las figuras A7.12c y A7.12d deben verificar la siguiente inecuacion:
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At + A 2 Ao, + Ao, torb,Z + {0'1 -

A

- W—asv)}bw-z-cotze

(A7.20)

donde f; es el limite elastico de la armadura longitudinal pasiva y £, el limite eldstico
del acero de pretensado, que se alcanzan a nivel grieta.
/’Esme
/

t ik
bu /////’
—> < 1 P |4
// é//
T Ve / i
a) Seccién Transversal b) Grietas inclinadas 6, y separadas Sme

ttrtr 1

$ Smv

Pt

b

| Py

Smx

c) Grietas verticales, separadas Smy d) Grietas horizontales, separadas Spy

Figura A7.13. Separacion entre grietas.

Figura A7.14. Parametros s, 4, 6 6.
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Ejemplo

Un ejemplo clasico en el estudio del cortante es un ensayo realizado por Abersman
y Conte (Collins y Mitchell 1991). La figura A7.15 resume la geometria del ensayo y
la seccion transversal es la representada en la Figura A7.16.

Geometria de la viga

p Zona de ensayo

2P
Al
A g |
| | . | |
i i ! i i
! ! I . !
| | 1 | |
] L | ! ] [ ]
i 1525 i
1219 mm 1829’ mm 1829 mm
Diagrama de cortantes
P 2P/3
4P/3
Diagrama de flectores
-1.22 PkN‘m
1.22 P KN-m

Figura A7.15. Geometria del ensayo.
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%10 mm  Caracteristicas de la seccion transversal
Recubrimiento lateral = 13 mm
Recubrimiento superior e inferior= 25 mm
f.=38.6 MPa
fum=2 MPa
€,=0.003
Cercos de @9.5 mm cada 152 mm

f,=367 MPa
Barras longitudinales pasivas 6 de @9.5 mm

1 f,=367 MPa

'} 76.5 mm Barras longitudinales activas

< Alambres 6x4 de @7 mm

'L f,=1680 MPa

foy=1450 MPa

Ag,=0.0054

E,=197000 MPa

Hueco
152x406 mm

Figura A7.15. Seccion transversal A del ejemplo

El problema se ha resuelto para la seccioén transversal A aplicando la
TMCC. Las ecuaciones implicadas son las siguientes:

- 3 ecuaciones de equilibrio, A7.9.

- 2 ecuaciones de compatibilidad, A7.3 y A7.4.

- ecuaciéon de compatibilidad en la deformaciéon del pretensado
(H=&tAg)

- comportamiento del hormigén a traccion (o), ecuacion A7.12.

- comportamiento del hormigén a compresion (o), ecuaciéon A7.11.

- 2 relaciones tensién-deformaciéon del acero, una para la armadura
longitudinal y otra para la armadura transversal, figura A7.10.

- relacién tensién-deformacion del acero de pretensado, que se ha
tomado bilineal.

Ademis se ha efectuado la comprobacion en grieta (Ecuaciones A7.15 a
A7.20). Estas ecuaciones sélo modifican el comportamiento a traccién del
hormigén, introduciendo tantas incégnitas nuevas como ecuaciones.

En el sistema de 11 ecuaciones no lineales anterior hay 11 incognitas: 6, &,

&V, &, &, 01, 02, 0ny 0w Y 0p S1 se tesuelve para un determinado valor de €. Para la
resolucién de este sistema se ha empleado el programa Mathematica®.

Se han considerado dos alteraciones a la TMCC. La primera ha consistido
en adoptar la expresion A7.12bis para el comportamiento del hormigén a traccién
(tensorrigidez). Los resultados asi obtenidos se han denominado TCC2.
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La segunda modificacién consiste en, ademds de la ecuacién A7.12bis,
considerar como ecuacién del acero a traccion la expresion A7.14. Esta nueva
teorfa la hemos denominado TCC3. Hay que hacer notar que en la expresion
A7.12bis el area de hormigén A, es el area rectangular en torno a la barra a una
distancia no mayor de 7.50 —siendo @ el didmetro de la barra- (figura A7.16), area
generalmente adoptada en fendémenos de traccién. Para aplicar la ecuacion A7.14
se ha considerado un A, de 0.3 y 0.5 de A.. Los resultados obtenidos se han
representado en la forma Cortante-deformacion vertical en la figura A7.17.

7.59; 7.50

/ Js750

Ac

Figura A7.16. Area A.

500 +
450 7 T oo
400 -
z
¥ 350 1 . | Zona de ensayo
> T I ! |
A ! !
i . ! !
300 ) i I I i
’ |
J ‘ i
250 4 -* !
200 T T T T T T 1
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007
epsilon v
T™MCC TCC2 - - - - Resultado experimental
- - = = Resultado experimental TCC3-0.3 - —-—--TCC3-0.5

Figura A7.17. Resultados comparativos.
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Ejercicios propuestos

1. Resolver el ejercicio de la figura A7.1 aplicando la TMCC, la TCC2 y la TCC3.
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CAPITULO VI

TORSION

Puente del Dragdn sobre el Zacatin. Alcala de Guadaira. Sevilla.
Cortesia de Brues y Fernandez Construcciones S.A. www.bruesa.com

8.1. INTRODUCCION

El momento torsor o simplemente torsor (T) es un momento cuyo eje de
aplicacion es paralelo a la directriz de la pieza, ver figura 8.2.

La torsion se presenta en elementos estructurales tales como: puentes curvos,
vigas embrochaladas, vigas de puente cargadas excéntricamente, etc. El momento torsor
puede ser una solicitacion principal o una solicitacion secundaria. Si la solicitacion es
principal (figura 8.1.a) la pieza debe de resistir todo el torsor, dado que en caso
contrario se originaria la ruina de la pieza. Esto se produce en estructuras isostaticas
donde si no se resiste el torsor la estructura se convierte en mecanismo y se produce su
ruina. En la figura 8.1.a el voladizo esta resistido isostaticamente por la viga principal,
la cual debe de resistir todo el momento torsor inducido por el voladizo.
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Se habla de solicitacién secundaria (figura 8.1.b), cuando el momento torsor no
tiene por qué ser resistido en su totalidad, dandose dos posibilidades:

- si la viga principal de la figura 8.1.b no tiene capacidad para resistir el
momento torsor, ésta gira en torno a su eje, y las vigas secundarias se
comportan como biapoyadas, con una ley de flectores como la representada en
lafigura8.1.c.

- si la viga principal presenta resistencia frente al torsor, a todo o a una parte de
éste, las vigas secundarias estaran sometidas a un momento flector en el apoyo,
con una ley de flectores como la de la figura 8.1.d.

Viga principal

Vigas secundarias
Viga principal a b

Vigas secundarias

Figura 8.1. Torsor como solicitacion principal y como solicitacién secundaria

8.2. TORSION EN PRE-FISURACION

La torsion en elementos de hormigon en pre-fisuracion se puede estudiar tal y
como se explica en cualquier libro de Resistencia de Materiales: a partir de las teorias
de Saint-Venant o de Vlasov. En este capitulo, sin embargo, s6lo se tratara la torsion en
perfiles delgados cerrados.

La hipotesis fundamental en la teoria de perfiles delgados cerrados consiste en
suponer que el torsor origina una tensidn cortante constante en cada seccion del espesor
del tubo delgado (figura 8.2b): en la seccion B-B; el espesor del perfil delgado estz y la
tension es constante de valor zz. Para la seccion A-A; el espesor del perfil y la tension
sernty y za respectivamente.
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Figura 8.2. Torsidn en perfiles delgados cerrados

Aplicando el teorema de reciprocidad de las tensiones tangenciales a la figura
8.2a se deduce que en la cara A-A;-A’;-A’ aparece una tension tangencial de valor z,
mientras que en la cara opuesta la tension tangencial es 7. Estableciendo el equilibrio
de fuerzas verticales en las caras A-A;-A’;-A’ y B-B;-B’;-B’ se obtiene que:

Aty =15ty =71=qQ

A g se le denomina flujo de cortantes y su valor se mantiene constante a lo
largo de la seccion transversal.

Sea /" la linea formada por los puntos medios en cada seccion del tipo AA;

(figura 8.2b). EI momento que engendra el flujo de cortantes respecto al eje x es el
momento torsor, que se puede obtener integrando a lo largo de 7°:

T =jf>qrod1“:q3$rod1“:q2Ao
r
ademas r,dI' =2-dA

donde ro es el brazo respecto al punto O (interseccion de la seccidn transversal con el
eje X) y Ag es el area que queda dentro de 7 De la ecuacion anterior se puede despejar
el valor de la tension de cortante zdebida al momento torsor T, sabiendo que g=rt.

S (8.1)
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Para obtener la rigidez de torsion' ( relacion entre el momento torsor Ty el
angulo de giro por unidad de longitud &) se aplica el principio de los trabajos virtuales.
El trabajo exterior desarrollado por T en una unidad de longitud tiene que ser igual al
trabajo interno desarrollado por las tensiones tangenciales:

T6= IT}/dVOI =1 jr}/dAzfz%“ot)/tdF

Vol Area r

Si t permanece constante a lo largo de 7 el valor de t serd también constante y
puesto que 7= Gy, también y permanecera constante. Por tanto, se puede sacar y fuera
de la integral y se obtiene el siguiente valor para el &ngulo girado por unidad de
longitud:

AN JLL NN T
2A, 4AZG

Momento torsor en piezas de hormigén:

Las normas EHE y el EC2 admiten que el momento torsor es resistido por la
parte exterior de la seccién transversal de hormigén, en un espesor h, -espesor eficaz-2,
tal y como se indica en la figura 8.3. El valor de h, sera tal que:

h < A {< h,
u (>2c
donde:
A Area de la seccion inscrita en el perimetro exterior
incluyendo las areas huecas interiores
u Perimetro exterior de la seccién transversal
ho Espesor real de la pared en caso de secciones huecas
c Recubrimiento de las armaduras longitudinales

Asi pues, el momento torsor sera resistido por una pieza ideal cerrada de pared
delgada con un espesor de pared he y un perimetro exterior u. La linea media del espesor
he se denomina ue, y A. es el 4rea encerrada por ésta’.

! Por analogia con la flexion, donde la rigidez es El, se define la rigidez a torsién como
Gly, siendo Iy la rigidez de torsion de la pieza.

2 Esta hiptesis esta suficientemente contrastada con la experimentacién (Mitchell y
Collins 1978).

® Los valores h,, u, y A, han sido denominados anteriormente t, 7" y A, respectivamente,
siguiendo la nomenclatura clasica de Resistencia de Materiales.
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Figura 8.3. Espesor eficaz

El momento torsor s6lo origina tensiones tangenciales, contenidas en el plano
perpendicular al eje del torsor. El valor de T que produce fisuracién en la pieza de
hormigén se denomina torsor de fisuracion, Ty, y se alcanza cuando la tension principal
de traccién es igual a f.. El estado de tensiones existente en una de las caras de la pieza
torsionada, punto A, cuando alcanza Ty se deduce de la figura 8.4.

\ A A T
0 N

/\Q_&/V

Direcciones principales

Figura 8.4. Grietas de torsion

En la figura 8.4 oy es la tensién debida a un axil exterior de compresion y/o a
la fuerza de pretensado.

Imponiendo en el circulo de Mohr que la tensién maxima de traccién sea igual
a fy, se puede obtener el valor correspondiente de la tension tangencial t :

O O O
fo =/ (2 +7° =% - r=f 1+ 2%
ot (2) 4 2 T=1y fct
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Si en la ecuacién anterior se sustituye z por su valor dado por la ecuacion 8.1, t
2/3

por he (homenclatura de la EHE) y f=0.3f
figuracion, Tgs:

, Se obtiene el siguiente valor del torsor de

T, =2h,A,0.303/f2 en N-mm

8.3. TORSION EN POST-FISURACION Y ROTURA

Como se aprecia en la figura 8.4, cuando se aplica el momento torsor de
fisuracion se producen grietas que forman un angulo @ con la directriz de la pieza. Al
producirse estas grietas en las cuatro caras se forman espirales de bielas comprimidas,

figura 8.4.
E Pre-fisuracion

Opcion de armado 1 Opcion de armado 2

il

Post-fisuracion /l
| '’

1
g/se / A
cose\
ot

Figura 8.5. Equilibrio en pre-fisuracion y rotura

En la figura 8.5 se observa como el flujo de cortantes (q=t-z), en pre-fisuracion
éste genera internamente compresiones y tracciones en el hormigén. Si se pretende que
la pieza fisurada resista la solicitacion de torsidn sera necesario, para equilibrar el flujo
de cortantes, que las tracciones que el hormigon deja de resistir sean resistidas por una
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armadura. Como ya vimos, en post-fisuracion el hormigén no puede resistir las
tracciones y solo resistird a compresion siguiendo la direccion que forman las bielas
formadas en rotura.

Se puede optar por colocar la armadura paralela a la direccion principal de
traccion, o sea siguiendo las tracciones inducidas por el flujo de cortante g: opcion de
armado 1 en la figura 8.5.

Otra posibilidad es colocar la armadura paralela al eje de la pieza, opcién de
armado 2 en la figura 8.5. En este caso, cuando el hormigén fisura se produce un
cambio brusco en la forma de equilibrar el flujo de cortante (q) debido a que las
tracciones s6lo pueden ser absorbidas en paralelo al eje de la pieza, viéndose las
compresiones incrementadas.

En la opcién de armado 1, si el flujo de cortante cambia de signo la pieza no
resistira mientras que, por el contrario, la opcién de armado 2 no se ve afectada por el
cambio de signo. Por tanto, la opcidn de armado 2 es la méas interesante.

Asi pues, g se va a descomponer de tal forma que las tracciones sean paralelas
al eje de la pieza (figura 8.5 post-fisuracion). Si ya se han formado bielas de
compresion® con una inclinacion 6, el valor de las tracciones por unidad de longitud® es
g-coté. Ver figura 8.3.

La resultante de la traccién generada tiene un valor de g-coté -u., que serd
resistida por una armadura longitudinal distribuida de forma homogénea a lo largo de
Ue. El valor del area de esta armadura ,A,, se determina a partir de la ecuacion de
equilibrio:

qcotdu, = Af,,

Si se introduce el valor de g=rt dado por la ecuacidn 8.1 en la expresion
anterior se obtiene el siguiente valor del momento torsor:

2
T= U;AeAlfyl,dtge =Tu3

e

La Norma EHE denomina T,z al maximo momento torsor que pueden resistir
las armaduras longitudinales A, En la ecuacion anterior f,, es la resistencia
caracteristica de la armadura longitudinal. Puesto que para el estudio de la torsion se ha
empleado la teoria de las bielas, la deformacién del acero no puede ser excesiva y por
este motivo f,;, no serd mayor de 400 N/mm2.

En la figura 8.5 se observa ademas que las tensiones de compresion se
modifican en post-fisuracion, respecto al estado de pre-fisuracion. En post-fisuracion el

* En rotura.
® Unidad de longitud medida en la direccion de g, o sea seg(in .
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flujo de cortantes q produce un flujo de compresiones g/sené por unidad de longitud en
Ue. Asi pues, g origina unas tensiones en biela cuyo valor viene dado por:

__9 1
send h,cosd

O-c lcd

Sustituyendo en la expresién anterior el valor de g obtenido de la ecuacién 8.1
e imponiendo el agotamiento del hormigén a compresion se puede obtener el valor de T:

T —2f_ Ahsendcosg —Sewnaee , T _ ¢ ap GO0

donde fi,q es la resistencia a compresion del hormigén en biela (la EHE toma
f1c¢=0.6fc4), el pardmetro « toma el valor de 1.2 si hay estribos Gnicamente a lo largo del
perimetro exterior de la pieza y 1.5 si se colocan estribos cerrados en ambas caras de la
pared de la seccion hueca equivalente o de la seccién hueca real. El valor de Ty
corresponde al maximo momento torsor que pueden resistir las bielas comprimidas de
hormigén.

gs: tand gst /coso

/AN

gst

Figura 8.6. Equilibrio para determinar la armadura transversal

Si se aisla la esquina inferior derecha del elemento de la figura 8.4 en una
longitud s, (figura 8.6) y se establece el equilibrio de esfuerzos sobre la cara superior, se
observa que es necesario disponer una armadura transversal para absorber las
tracciones. Si esta armadura esta constituida por barras de area A; separadas s;, se habra
de verificar que:

Ao, =(s, tand
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Es interesante sefialar que, a diferencia con el cortante, en la expresion anterior A es el
area del redondo. Sustituyendo g por su valor (ecuacién 8.1) e imponiendo que la
tension de la armadura transversal alcance su tension limite o=f,; 4, obtenemos:

T :2A°;A‘fytd cotd=T,,
S :

t

La EHE denomina T, al maximo momento torsor que pueden resistir las armaduras
transversales.

Ejemplo

Considermos la viga ABC como de la figura 8.7, solicitada por una carga
puntual de disefio en C de 30 kN. Toda la viga tiene unas dimensiones de 0.6x0.6 m . El
hormigén es del tipo HA-25 y el acero B-500-S. Se pide: Calcular la armadura necesaria
para resistir el momento torsor generado por la carga puntual.

A 30kN
Bl é I el " D
. - A B
4 ’ 5m (,/’ Diagrama de momentos torsores

Figura 8.7. Ejemplo de dimensionamiento a momento torsor

Segun el articulo 45.2 de la EHE, el torsor de disefio Tq4 tiene que ser menor
que Ty, Tz Y Tus. O sea, tiene que no agotar a compresion las bielas de hormigén y no
superar la resistencia de la armadura transversal ni longitudinal, respectivamente.

En primer lugar se calcularan los parametros del area efectiva:

N :A:M:O.Em:lSOmm
u 4-06
A, =(0.6-0.15)* =0.2025m? = 202500 mm?

u, =4-(0.6-0.15)=1.8m =1800mm

El torsor que pueden resistir las bielas a compresién, T, seré:
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T =af Ah 00 _ 1.2-0.6% 202500 -150-1—11 ~182.25kN -m

1+cot? o +

Puesto que no existen tensiones de compresion se ha adoptado 6=45°y , al ser
la seccion maciza, e=1.2. Dado que T,;>T, el torsor de disefio no provoca rotura a
compresion en las bielas.

Antes de calcular Ty, torsor que resisten las armaduras transversales, vamos a
considerar la disposicién que establece la norma para estas armaduras transversales
(artic. 45.2.3 de la EHE). La separacién s, debera ser <u./8=22.5 cm. Ya que T4 >2T,./3
s; debera de ser <0.30-lado=13.5 cm. Un valor valido de s, es 12 cm.

2-202500- A
2AA fqCOLO = :

T.=
u2 St St

.400-1>T,

De la expresion anterior se puede deducir el valor de A;. Dispondremos cercos
212 cada 12 cm.

Por dltimo nos queda dimensionar la armadura longitudinal a partir del torsor
Tug:

T, :ﬂAfyldtgez%-A, -400-1>T, =150-10°N -mm =
u, '

= A >1667 mm?

La armadura longitudinal necesaria para resistir el momento torsor se puede
dotar con 16 212 ( 5£12 por cara).

8.4. INTERACCION ENTRE TORSION Y OTROS ESFUERZOS

El estudio de la interaccién de la torsion con otros esfuerzos es bastante
complejo. La flexion hace que la tensién normal varie en la seccién transversal de un
elemento lo que provoca una variacion en el dngulo de inclinacién de las bielas de
compresion, 6. Asi pues, el &ngulo & no permanece constante en la seccién, debido a
que la variacion de la tension normal hace cambiar la direccién principal de compresion.

La existencia de flexion, cortante y torsor hace que la inclinacion de las bielas
de compresion sea diferente en cada cara del elemento, (Rabat y Collins 1977), puesto
que las tensiones normales y cortantes que aparecen son distintas.

La normativa actual emplea métodos simplificados para tratar la interaccion
entre la torsion y otros esfuerzos. A continuacion se transcribe el articulo 45.3.2 de la
EHE.
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Torsién combinada con flexion y axil

Las armaduras longitudinales necesarias para torsion y flexocompresion o
flexotraccion se deben calcular por separado suponiendo la actuacidn de ambos tipos de
esfuerzos de forma independiente. Las armaduras asi calculadas se combinaran de
acuerdo con las siguientes reglas:

1. En la zona traccionada debida a la flexion compuesta, las armaduras
longitudinales por torsion se sumaran a las necesarias por los esfuerzos de
flexién y axil.

2. En la zona comprimida debido a la flexion compuesta, si la capacidad
mecanica de las armaduras de torsion a disponer es inferior al esfuerzo de
compresion del hormigon debido a la flexidn compuesta, no sera necesario
afiadir armadura por torsién. En caso contrario se afiadira la diferencia
entre ambos valores.

Respecto a las compresiones en el hormigén, deberd comprobarse que la
tension principal de compresidon oy en el punto critico de la seccion verificara:
ow<afig donde ay fiq SON los valores empleados en la deduccién de T,;. Para calcular
o Se empleard la tension normal debida a la flexion compuesta ong Y la tension
tangencial 7y (td significa torsor de disefio) debida al esfuerzo torsor calculada segun la
ecuacion 8.1. Una vez obtenidos onq Yy #g , mediante el circulo de Morh se calcula el
valor de o, tension principal de compresion.

Es interesante observar que el planteamiento superior es valido siempre que
T¢<Tsis, €n el caso que T4>Tys habria que hacer la comprobacion basandose en teoria de
bielas y tirantes (Hernandez-Montes et al. 2004).

Torsién combinada con cortante.

Los esfuerzos torsores y cortantes de calculo concomitantes deberan satisfacer
la siguiente condicién para asegurar que no se producen compresiones excesivas en el
hormigon:

donde p=2- 1—h—be

b es el ancho del elemento, igual al ancho total para seccién maciza y a la suma de los
anchos de las almas para seccion cajon.

El dimensionamiento de los estribos se realizaran de forma independiente, para
la torsion y para el cortante y se sumaran ambos. Se tendré en cuenta que las armaduras
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de la torsién deberan disponerse en el perimetro exterior de la seccion, sin embargo en
el cortante no es necesario. En ambos dimensionados, de cortante y torsor, se empleara
el mismo angulo de inclinacion de las bielas de compresion, 6.

Ejemplo

Consideremos la viga ABC de la figura 8.8, ya estudiada en el ejemplo
anterior. La solicitacién consiste en una carga puntual de disefio en C de 30 kN. Las
dimensiones de la seccion transversal son de 0.6x0.6 m. El hormigdn es del tipo HA-25
y el acero B-500-S. Se pide: calcular la armadura necesaria en el punto A.

S~ Ley decalada

Ley de momentos flectores

_____ {A 30 kN
......... 0 VI |
4 5m .7 Ley de cortantes
Td=150 kN-m - [«
A B

Diagrama de momentos torsores

Figura 8.8. Ejemplo de dimensionamiento frente a momento torsor combinado

Del planteamiento del problema de flexion simple empleando el diagrama
rectangular del hormigén y con un canto Util de d=530 mm, se obtiene rotura en el
dominio 2 y los resultados son: x=70.3 mm (profundidad de la fibra neutra), A;=1100
mm?. Esta cuantia es superior al minimo mecénico (Apdo. 42.3.2 de la EHE) vy al
minimo geométrico (Artic. 42.3.5 de la EHE). La armadura minima geométrica a
compresion, en la cara inferior es:

A = 0.3% .600-600 = 302.4 mm?* — 3¢12

Para el cortante se obtiene un valor de V., = 105 kN superior a V4. La armadura minima
de cortante es (Artic. 44.2.3.4.1 de la EHE):

fe b, = 0.02.157 600 = 0.5mm? /mm
400

A =0.02

ya,d
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Los cercos deben disponerse a una distancia: <30 cm, <0.8-:d=424 mm por ser
V,4<0.2:V,;. Colocando estribos a 30 cm tenemos:

S - ZAa = Niamas 'Aredondo — 300-0.5=2- Aredondo - C¢10&30 cm

Interaccion torsor-flector

En la cara traccionada se coloca la suma de la armadura necesaria a torsion mas
la necesaria a flexion:

1664

A, orsion T A sraccion = +1100 =1516.75mm? — 5420

En la cara comprimida la capacidad mecanica de la armadura de torsion es
inferior al esfuerzo de compresion inducido en el hormigén por la flexion®, no siendo
necesario afadir ninguna armadura de torsion.

En las caras laterales se afiadira la de torsién, o sea 512 en cada cara.

Interaccion torsor-cortante

Las armaduras calculadas en este caso se sumaran, teniendo en cuenta que los
cercos de torsién deben disponerse en el perimetro exterior mientras que los de cortante
no es necesario que cumplan esta prescripcion.

A su vez la limitacidn en bielas de compresion obliga a cumplir:
B B
(T_dj . [V—J <1
Tul Vul
he
donde f=2- 1_F =15
que en nuestro caso se cumple sobradamente.

La disposicion definitiva de armadura serd la indicada en la figura 8.8.

® En este caso, por tratarse de flexion simple, equivale a la capacidad mecénica de la
armadura de traccién calculada.
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4412
cpl2alz
B N 5¢12
f\ S 0 %
0.6m
(] N.
501241 e J c$10 a 30
| oo o o
T 0.6 m |
|
5¢20

Figura 8.8. Armado final
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Ejercicios propuestos

1. Consideremos una seccién cuadrada de 0.6x0.6 m, maciza, fabricada con HA-25.
Dicha seccién esta solicitada por un momento flector aplicado de 28.8 kN-m que actla
junto con un torsor de 180 kKN-m.

- Calcular la tensién normal maxima de compresién y de traccién generada por
el momento flector, suponiendo distribucion lineal.

- Calcular el torsor de fisuracion en las caras perpendiculares al eje de aplicacion
del momento flector, sin tener en cuenta la tensién normal.

- Calcular el torsor de fisuracion en las caras paralelas al eje de aplicacion del
momento flector.

- Aplicar criterios de mecénica del medio continuo o de teoria de bielas, segin
proceda para estimar la tension méaxima en el hormigon.
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CAPITULO IX

ANALISIS ESTRUCTURAL

T

Edificio Diputacion de Granada
Cortesia de GARASA-ESNECO
WWWw.garasa.com

9.1. INTRODUCCION
El proposito del célculo de estructuras es determinar la distribucion de fuerzas
internas (diagramas de axiles, cortantes y momentos) o tensiones, deformaciones y
desplazamientos de todos los elementos que componen una estructura.
Para calcular una estructura se deben de dar los siguientes pasos:
1. Realizar un modelo de la estructura mediante nudos y barras.

2. Asignar propiedades a cada barra: areas, inercias y madulos de rigidez.
3. Optar por un tipo de andlisis estructural.
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4. Calcular la estructura: obtener los desplazamientos de cada grado de libertad
considerado, a partir de los cuales se obtendran las deformaciones y los
esfuerzos existentes en cada seccion.

5. Dimensionar la estructura (dotarla de armadura).

Realizar un modelo de nudos y barras es un proceso sencillo donde la practica
juega un papel fundamental. Este proceso se ha abordado en problemas de resistencia de
materiales y de calculo de estructuras.

El siguiente paso consiste en definir las barras de la estructura, esto es, decidir el
area, las inercias y el material de las mismas. Este primer paso se denomina
tradicionalmente predimensionamiento. Existen numerosos procedimientos para
predimensionar una estructura de hormigon. Por ejemplo,, para dimensionar un pilar es
frecuente optar por una seccion bruta rectangular que cumpliera la siguiente condicion:

A =0.1Ne

cd

Otra manera de predimensionar consiste en adoptar las secciones de una estructura
parecida y modificarlas (aumentandolas o reduciéndolas) analizando el coste total de la
estructura y verificando que las modificaciones efectuadas abaratan la estructura final.

Determinados el modelo y las secciones de las barras, es necesario decidir el tipo
de andlisis estructural a utilizar. En el apartado siguiente se examinan las peculiaridades
de cada tipo de analisis estructural. Elegido el tipo de analisis se determinaran los
esfuerzos flectores, axiles, cortantes y de torsion que solicitan a los elementos de la
estructura asi como sus deformaciones. El Gltimo paso consiste en dimensionar los
elementos de hormigén armado y pretensado de tal forma que resistan los esfuerzos y
que cumplan las limitaciones de deformaciones (flechas y fisuras).

Para definir las propiedades mecanicas de cada elemento se pueden considerar
los siguientes tipos de secciones:

- Secci6n bruta: la seccion que resulta de tomar las dimensiones reales de la pieza,
sin deducir los huecos de las armaduras.

- Seccion neta: la obtenida a partir de la seccién bruta deduciendo los huecos
longitudinales practicados en el hormigon, tales como entubaciones o entalladuras,
para el paso de las armaduras activas o sus anclajes.

- Seccion homogeneizada: la obtenida a partir de la seccién neta considerando la
presencia de armadura longitudinal adherente. Esta Ultima se multiplica por el
correspondiente coeficiente de equivalencia® (n).

- Seccion fisurada: es la seccién formada por la zona comprimida del hormigén y las
areas de las armaduras longitudinales, tanto activas adherentes como pasivas,
multiplicadas por el correspondiente coeficiente de equivalencia.

El empleo de una seccidn u otra va a depender del tipo de analisis estructural por
el que se opte, como se verd mas adelante.

! Coeficiente de equivalencia n=E/E..
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En estructuras de hormigoén la forma mas usual de seccion transversal para
pilares es rectangular o circular, manteniéndose ésta constante en toda la longitud del
elemento. Sin embargo, son posibles otras formas de y la seccion transversal puede
variar a lo largo de la pieza.

Es interesante sefialar que en estructuras de hormigdn los nudos generalmente

transmiten momentos y, por tanto, los pilares trabajardn como vigas-columnas, estando
sometidos a todo tipo de solicitaciones: axiles, flectores, cortantes y torsores.

Figura 9.1. Secciones de pilares, cuadrada y circular

9.2 TIPOS DE ANALISIS ESTRUCTURAL

El EC2 (Eurocddigo 2) considera las siguientes idealizaciones del comportamiento
estructural:

Comportamiento elastico lineal

Comportamiento elastico lineal con redistribucidn limitada (o elasto-plastico)
Comportamiento pléstico

Comportamiento no-lineal

Estas idealizaciones dan lugar a distintos tipos de andlisis, cuyas caracteristicas
generales se pueden ver en la tabla 9.1.
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Tabla 9.1. Tipos de Anélisis Estructural

Hipotesis
Material Pequefios Pequerias
desplazamientos (1) deformaciones (2)

Eléstico Lineal Eléstico-lineal Si Si
Elastico Lineal con Elastico-plastico SioNo Si
redistribucion
limitada
Plastico Elasto-plastico 6 SioNo Si

Rigido-plastico
No lineal No lineal Sio No SioNo

(1) Pequefios desplazamientos equivale a considerar el equilibrio sobre la
estructura no deformada. Esto se conoce como célculo en primer orden ( 0
no considerar los efectos PA). Por el contrario tener en cuenta los
desplazamientos equivale a considerar los efectos P4, también se
denomina calculo en segundo orden, o que se considera la no-linealidad
geomeétrica.

(2) La hipotesis de pequefias deformaciones permite aproximar, en flexion, la
curvatura por la derivada segunda (d?y/dx?).

Analisis elastico lineal

El andlisis elastico lineal (o analisis en primer orden) estd basado en la teoria
de elasticidad y se puede aplicar tanto para las comprobaciones de ELU como de ELS.
En este tipo de analisis se suele considerar:

- Propiedades de las secciones transversales brutas. O bien unas reducciones de
éstas como veremos mas adelante.

- Relacion tensién-deformacion lineal en la curva de comportamiento del
material.

- Valores medios de los modulos de elasticidad.

La ventaja principal de este tipo de analisis es que se puede aplicar una
formulacidon matricial lineal. Recordamos de los cursos de calculo de estructuras que
una barra en dos dimensiones tiene 6 grados de libertad (g.d.l.%). Por tanto, los
desplazamientos en los nodos (figura 9.2 izq), agrupados en el vector &, estan
relacionados con las fuerzas que actlan sobre los nodos (figura 9.2. derecha), vector f.
La relacion entre ambos vectores, & y f, es la matriz de rigidez de la barra k. Las
componentes de k son kj;, donde k;; es el valor de la componente i del vector de fuerzas f
cuando se impone un valor unidad al gdl j en el vector 8, permaneciendo el resto de los
desplazamientos iguales a cero.

2 Un gdl (grado de libertad) es cada uno de los componentes ortogonales que caracterizan el
movimiento de cada nodo de la estructura. En general -salvo restricciones- una barra (que une dos
nodos) en el plano tiene 6 gdl y en el espacio 12 gdl.
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Figura 9.2. Movimientos y esfuerzos en una barra con 6 gdl

En la barra de la figura 9.2 se han considerado 6 gdl y la expresion matricial de
relacion existente entre fy & es f=kd, desarrollada a continuacién:

A 0 0 -A O0 0 |
H, | o a6, 12 6y
L L > L
. o & 4 o ol h
M| E L L § 01
H| L|-A 0 0 A 0 0 [y G
121 6l 121 6l
Vi 0 - - = TV
" L L L L1,
- o &y o 8 4 |7
i L L ]

Ensamblando todas las barras de una estructura y realizando los cambios de
base necesarios se llega a la expresion tipica de calculo de estructuras

F=KD (9.2

donde F es el vector de fuerzas exteriores sobre los gdl considerados en la estructura, D
es el vector desplazamientos de los gdl de la estructura y K es la matriz de rigidez de la
estructura.

Puesto que este analisis es lineal, si un wvector F da lugar a unos
desplazamientos D, un vector a.F dara lugar a unos desplazamientos aD. En este tipo de
andlisis el equilibrio se establece sobre la estructura no deformada, siendo posible que la
estructura deformada no esté en equilibrio. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo

En la figura 9.3 se ha representado una columna de altura h sometida a un axil
P y a una fuerza horizontal V. Si aplicamos analisis elastico lineal el momento en el
punto A es Ma=V:h, dado que la carga P no produce ningin momento en la estructura
no deformada. Si la columna se deforma tal y como se indica en la figura (debido a V'y
a P) se producira un desplazamiento 4 y, como consecuencia de éste, aparecera un
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momento adicional (P4) que sera necesario considerar. Puesto que en el analisis eléstico
lineal se considera el equilibrio sobre la estructura no deformada se desprecian los
desplazamientos y los esfuerzos adicionales asociados a éstos. A esto se le conoce como
hip6tesis de pequefios desplazamientos, que equivale a no considerar los efectos P4,
también se dice que no se ha considerado la no linealidad geométrica, ver tabla 9.1.

Figura 9.3.

Estéa bastante extendido y la norma EHE asi lo permite realizar un calculo en
primer orden (analisis eléstico lineal, EHE articulo 19.2.1) empleando las caracteristicas
de la seccidn bruta, lo que tiene la ventaja de que no se necesita conocer la armadura de
los elementos para realizar el célculo estructural.
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Anélisis elastico lineal con redistribucion limitada

En algunas ocasiones se permite una redistribucion de momentos en vigas. Esto
se debe a que la hipotesis de relacién lineal tensién-deformacion en el material resulta
excesiva siendo necesario considerar la plastificacion del material. Veamos un ejemplo.

Ley de momentos elastica lineal

a 71\

........... QN e e

Ley de momentos elastica lineal J
con redistribucién limitada

Momento

giro

Figura 9.4. Viga biempotrada.

Ejemplo

La figura 9.4 corresponde a una viga biempotrada de seccién transversal
constante sometida a una carga uniforme g. Si se realiza un analisis elastico-lineal el
momento en el empotramiento es qL%12 mientras que el momento en el centro de vano
es de qL%24. Si la seccion tiene suficiente capacidad de rotacién con momento
constante (Figura 9.4.b) se puede permitir la plastificacion en los puntos de momento
maximo con la consiguiente redistribucion de la ley de momentos, tal y como se indica
en la figura 9.4a en linea discontinua. Si el momento plastico (M de la figura 9.4b) de
la seccion transversal de la viga es mayor que qL?/12 la ley de flectores seré la obtenida
mediante analisis elastico lineal sin redistribucién (linea continua en la figura 9.4a)
mientras que en caso contrario —por ejemplo una seccién cuyo momento plastico sea
qL?/16- la viga plastificara en las secciones de apoyo y la ley se desplazara tal y como
muestra la linea discontinua en la misma figura.
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Anélisis plastico

El analisis plastico esta basado fundamentalmente en la formacion de rétulas® o
zonas plasticas que permiten el giro manteniendo el momento (relacion bilineal
momento-giro), o bien estableciendo otro tipo de relaciones (empiricas, poli-lineales,
etc), Codigo Modelo CEB-FIP (1990). Un caso limite es el andlisis rigido-plastico en el
que la deformacion estructural se concentra en las rétulas, como es el caso del andlisis
de lineas de rotura en placas (Jiménez Montoya (1994)).

Existen distintos tipos de analisis plastico. EI mas extendido en hormigén es el
tipo biela-tirante al que se le ha dedicado el capitulo 5 de este libro.

Anélisis no lineal

Se dice que el analisis es no lineal cuando la relacion tension-deformacion del
material es no lineal, independientemente de que se considere el equilibrio en primer o
en segundo orden, Chen y Sohal (1995). Este tipo de anélisis puede ser empleado en
ELSyen ELU, ver tabla 9.1.

* * *

Ademaés de la clasificacion general que aparece en la tabla 9.1 existen diversas
hipdtesis y simplificaciones que necesitan ser consideradas para delimitar
completamente el tipo de analisis estructural.

Deformacion de cortante: en la expresion matricial 9.1, los coeficientes k;; de la matriz k
s6lo consideran deformaciones axiles y de flexion. Se podria también considerar
deformacion por cortante (lo que se ha llamado tradicionalmente “viga de
Timoshenko™). Afadir el término de deformacion de cortante a los coeficientes k;; de la
expresion 9.1 no altera la linealidad del planteamiento, de tal forma que la deformacion
por cortante se puede considerar también en analisis elastico-lineal. No obstante, en
estructuras de hormigdn no se suele considerars la deformacion de cortante.

Pequefias deformaciones: tal y como se ha comentado en la tabla 9.1 pequefias
deformaciones equivale a considerar, en flexién, la curvatura como d%/dx%. En la
expresion 9.1 ya se ha considerado la hipotesis de pequefias deformaciones, puesto que
en las regiones B* de estructuras de hormigén siempre se adopta esta hipétesis.

Grandes desplazamientos o calculo en segundo orden (no-linealidad geométrica): Esta
hip6tesis consiste en plantear el equilibrio sobre la estructura deformada. Adoptando
esta hipotesis, en el ejemplo de la figura 9.3 el momento en el punto A es Mp=V-h+P4.
Evidentemente se trata de un problema mucho méas complejo puesto que 4 no es
conocido a priori y el problema ya no es lineal. El apartado siguiente esta dedicado al
calculo en segundo orden.

® E EC2 admite que una rétula tiene una longitud de 1.2 veces el canto de la seccién y
propone valores de la rotacion admisible para secciones de hormigén.
* Regién B, de Bernouilli, ya estudiado en el capitulo 5.
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Fluencia: En la expresion 9.1 el valor de E corresponde al médulo de deformacion
longitudinal del hormigén E. (ecuacion 3.4). Si se consideran los efectos de la fluencia
el valor de E, variara en funcion del tiempo y del nivel de carga. En este caso se emplea
el mddulo efectivo del hormigon, definido como:

Ecm (9.3)

E. .(t)=——""—
c,ef( 0) 1+(0(t,to)

donde ¢(t,ty) es el coeficiente de fluencia, ya estudiado en el apartado 3.4.

El efecto de la duracion de la carga se puede tener en cuenta de forma
simplificada introduciendo el denominado coeficiente efectivo de fluencia (pe). Este
coeficiente puede ser empleado para la carga de disefio proporcionaron objeto de
obtener la deformacion por fluencia correspondiente a la carga cuasi-permanente.

MOEQP

(94)
IleEd

Dot = Poto

donde: ¢,  es el coeficiente final de fluencia, segun el apartado 3.4
Moeqe €S el momento de primer orden obtenido para la combinacion de carga
cuasi-permanente.
Moes €S el momento de primer orden obtenido para la combinacion de
disefio

Variacién de la seccidn transversal: la seccién transversal y sus propiedades mecanicas
pueden también cambiar. Esta variacidn se produce sobre todo debido a los esfuerzos,
ya que, la seccion transversal y sus propiedades varian en funcién de la fisuracién de la
seccidn. El Eurocodigo 2 y la EHE esparfiola permiten el empleo de las caracteristicas de
la seccion bruta para analisis eléstico lineal (apartado 5.4(2) del EC2). EI EC2 también
aborda la posibilidad de realizar el célculo empleando secciones fisuradas (apartado
5.8.7.2(4)). La norma americana ACI-318 especifica que los desplazamientos
horizontales se pueden calcular en primer orden empleando las siguientes propiedades
en los elementos:

a) Modulo de elasticidad: E.
b) Momentos de inercia
- Envigas 1=0.35lpya
- Envigas en T: 1=2lpryta det aima
- Encolumnas 1=0.7lynya
- En muros: - No fisurados 1=0.70 lynyta
- Fisurados 1=0.35 lyya
- Enlaminas planas 1=0.25 Iy
c) Area=1.0Ayua
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Rigidez tensional o tensorrigidez. La influencia del hormigén a traccion en la fase de
post-fisuracion se realiza mediante modelos de tensorrigidez, tal y como se ha descrito
en los capitulos 6y 7.

9.3. ANALISIS EN SEGUNDO ORDEN

El andlisis en segundo orden tiene especial relevancia cuando los esfuerzos axiles son
elevados, como es el caso de los pilares. Un pilar de un edifico o la pila de un puente se
diferencian de otros elementos estructurales en que la carga axil es la solicitacion
principal. En elementos como vigas, no sometidos a ninguna carga axial, determinar el
diagrama de momentos flectores es, en general, un proceso sencillo. Sin embargo en
elementos sometidos a cargas axiles este proceso puede resultar mas complejo ya que la
determinacion del momento méaximo de segundo orden en una pila esbelta como la de la
figura 9.3 requiere conocer cuanto se va a desplazar ésta en horizontal. Una estructura
se define como traslacional cuando su desplazamiento horizontal no puede ser
despreciado, apareciendo entonces unos efectos adicionales denominados efectos de
segundo orden o efectos PA°. En el ejemplo de la figura 9.3 el momento en A, obtenido
a partir de un analisis elastico lineal (o de primer orden), es Ma=V-h. En el caso de que
se considere el equilibrio en la estructura deformada, si 4 es el desplazamiento
maximo, el momento en el punto A serd Ma=V-h+P-4.

Segun el EC2, los efectos de segundo orden pueden ignorarse cuando €stos
constituyan menos del 10% de los correspondientes en primer orden.

Ademas, segln el EC2, en edificios se puede despreciar la influencia de los
efectos de segundo orden cuando se cumple:

ns Z Ecdlc
e <k n+1.6 L° (©5)

donde:
Fves  eslacarga vertical total
Ns es el nimero de plantas
L es la altura total del edificio por encima del nivel con momentos
restringidos
Eq es el valor de disefio del modulo elastico del hormigon
le es el segundo momento de area (seccion no fisurada) de los elementos

que contribuyen a la estabilidad del edificio.
siendo la expresion 9.5 valida siempre que se verifique que:

- la inestabilidad por torsion no sea predominante, 0 sea: estructura
razonablemente simétrica,

® Tener en cuenta la no-linealidad geométrica es equivalente a considerar el equilibrio
en la estructura deformada.
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- las deformaciones globales de cortante sean despreciables
- las rotaciones en base sean despreciables
- la rigidez del sistema de rigidizacion sea razonablemente constante en
alturay
- lacarga vertical aportada por cada planta sea aproximadamente constante.

Formulacién matricial de la no-linealidad geométrica

Para formular matricialmente el calculo en segundo orden (no-linealidad
geométrica) vamos a introducir unas fuerzas denominadas fuerzas de segundo orden®.
Volvamos al ejemplo de la figura 9.3, representado nuevamente en la figura 9.5. Como
se observa en la figura 9.5.derecha junto a la fuerza V se ha introducido una fuerza
Faoreen de tal forma que operando en primer orden se obtienen los desplazamientos y
esfuerzos que se obtendrian en segundo orden’:

Mz,orden = (V + F2,orden)' h=V -h+P-A

P-A
= l:2,0rden = h (9.6)

ademas M, ., =V -h- 1+ P-4
' V-h

® Existen otras aproximaciones mas exactas para abordar este apartado (Clogh y Penzien
1993 o0 Cook et al. 1989 ) pero los autores hemos decidido utilizar ésta por su claridad
conceptual.

" Tradicionalmente al axil se le ha designado con la letra P, de ahi que los efectos de
segundo orden de naturaleza geométrica se les haya denominado efectos P4. Las
normativas mas recientes estan utilizando la letra N para designar a la carga axil. En este
volumen emplearemos ambas letras N o P indistintamente para designar la carga axil.
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V+F2,orden

3 h

“ 7

Figura 9.5. Planteamiento del calculo en segundo orden

Asi pues, los principales responsables de los efectos de segundo orden son los
axiles. Aunque el desplazamiento de la estructura hara que cortantes y flectores también
influyan en los efectos de segundo orden, su influencia serd& menor que la de los

esfuerzos axiles.

Analicemos a continuacidn la influencia de los esfuerzos axiles sobre una barra
perteneciente a una estructura de nudos articulados, figura 9.6. Los desplazamientos de
los extremos (i y j), medidos respecto de la posicion inicial, en la direccion
perpendicular al esfuerzo axil se han denominado v; y vjen la figura 9.6:

Figura 9.6. Fuerzas de segundo orden
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El equilibrio de la barra deformada se logra mediante la introduccion de las
fuerzas de segundo orden (f,), deducidas de aplicar equilibrio de momentos en los nodos
iy j —supuestos articulados-:

a
—_! l
fGi B L N matricial fGi :ﬂ 1 -1 . Vi ©.7)
| - f | L[-1 1]|v; '

Es necesario expandir la expresion matricial de las fuerzas de segundo orden
para hacerla compatible con la ecuacién 9.1:

0] [0 0 00 0 0][0]
. 0 1 00 -10]]|yv,
0 N[O O OO O O0]]O0
0 LIO O OO O 00
fy 0-100 1 0fly,
o] |0 0o 00 0 0f|0]

kg

Simbdlicamente la ecuacidn anterior se expresa como fs=kgd. Esta expresion
se puede sumar a la correspondiente al calculo en primer orden f=ké para obtener la
siguiente formulacién matricial para el calculo en segundo orden de la barra aislada:

f=[k-k.Jp 9.9)

En la ecuacion 9.9 k es la matriz de rigidez de la barra y kq se denomina matriz
de rigidez geométrica de la barra. Al igual que ocurria con el célculo en primer orden, se
pueden ensamblar las matrices de rigidez y rigidez geométrica de todas las barras, con
sus correspondientes cambios de base, obteniéndose la formulacion matricial del calculo
en segundo orden:

F=[K-K.]|D (9.10)

donde K es la matriz de rigidez de la estructura, Kg es la matriz de rigidez geométrica
de la estructura, , F es el vector de fuerzas exteriores sobre los gdl considerados y D el
vector desplazamientos segun esos gdl.
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Pandeo global

El planteamiento del problema de la no-linealidad geométrica o calculo en
segundo orden puede enfocarse desde dos puntos de vista. EI primero consiste en
considerar unos desplazamientos adicionales y emplear la formulacién matricial dada
por la expresion 9.10. El segundo enfoque consiste en deducir la carga critica elastica® o
de pandeo para la cual existan infinitas soluciones del vector D, i.e. infinitos
desplazamientos.

De la ecuacion 9.8 se deduce que K4 (y por consiguiente también Kg) depende
linealmente de los esfuerzos, o sea que si a un vector Fg le corresponde una matriz de
rigidez geométrica Kgo, a un vector xF, le correspondera kKo, de tal forma que:

I:o = [K_ KGO]' D
KFo = [K_KKGO]' D

siendo D’ un vector desplazamientos distinto del vector D. Se produciran infinitas
soluciones del vector D’ cuando el problema sea indeterminado. O sea, el problema,
pues, consiste en determinar un escalar « tal que:

det[K — K 5, ]=0 (9.11)

Esta expresion es conocida como el problema de autovalores de pandeo. A
partir de la ecuacion 9.11 se obtendran los valores de vectores de carga xF, que
provocan la inestabilidad global de la estructura.

Por definicion, xFy es la carga limite que no se puede superar. Aunque el
calculo en segundo orden si tiene un interés practico, la determinacién de los
autovalores (y autovectores asociados) tiene un interés practico reducido ya que han
sido deducidos admitiendo que el material es lineal y elastico mientras que lo normal es
que se produzcan plastificaciones antes de alcanzar el pandeo. No obstante, son
numerosos los trabajos existentes en relacion a la optimizacion estructural a partir del
problema de autovalores de pandeo (Hjelmstad 1991, Hernandez-Montes 2004 y Gil-
Martin 2006).

Pandeo de barras aisladas

De cursos anteriores se sabe que la maxima carga que una barra biarticulada,
como la de la figura 9.7, sometida a una carga de compresion centrada puede soportar es
el valor correspondiente a la carga critica elastica de pandeo o carga de Euler (Pg):

2
1Bl

Pe B

(9.12)

® Se habla de inestabilidad eléstica puesto que se supone que el material no abandona el
dominio lineal elastico.
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Figura 9.7. Barra aislada biapoyada

Longitud de pandeo
Se define longitud de pandeo o longitud efectiva Iy como: “la mayor distancia

entre dos puntos de inflexién consecutivos, reales o ficticios, de la deformada de pandeo

de la pieza”.
El término longitud de pandeo aparece para extender la expresion de la carga

de Euler a una barra con una sustentacién cualquiera en sus extremos, en este caso’:

(9.13)

2
7°El
Nb — min
1,
Siendo lp=cl, donde « se denomina factor de longitud de pandeo. En el caso

de una barra biarticulada como la de la figura 9.7 tenemos que a=1. Para otros casos

simples el valor de & es el indicado en la figura 9.8:

° El subindice B viene de la palabra inglesa “buckling” (pandeo)
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=2 a=0.7 a=0.5 a=1

Figura 9.8. Factores de longitud de pandeo

Los casos arriba representados son casos muy simples, se puede decir que son
casos extremos. Consideremos una estructura que no experimente traslaciones
horizontales, una columna intermedia estara unida en su parte superior e inferior a vigas
u a otras columnas. Ninguno de los extremos de la columna en cuestion serd ni una
articulacion (caso 1 de la figura 9.8) ni un empotramiento perfecto (caso 4) estando,

por tanto, el factor de longitud de pandeo la columna comprendido entre los valores 0.5

y 1.
En edificios donde se desprecia la traslacion horizontal (intraslacionales) es

una practica comin considerar e=1, lo que estard del lado de la seguridad y evita el
calculo de «, que puede ser un tanto tedioso e impreciso, como vamos a ver en el
siguiente subapartado. Esta aproximacion es adoptada por la norma ACI-318.

La expresion de P de la ecuacion 9.13 se puede formular en términos de

tension:
(9.14)

O = 212
1/2)

donde 4 es la esbeltez mecanica, (A=ly/ini), siendo iy, el radio de giro (imin=Imin/A)
Imin €l momento principal de inercia minimo y A el area de la seccién considerada.

Si representamos la ecuacion anterior (hipérbola de Euler) colocando la tension
en el eje de ordenadas y la esbeltez mecanica en el eje de abcisas, se obtiene la

denominada hipérbola de Euler (figura 9.9).
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Oc¢
Curva aproximada de pandeo
Fallo por ara hormigén estructural

aplastamiento A

Fallo por

\ pandeo

7\'I|’m

Figura 9.9. Curva de pandeo

El punto A de la figura 9.9 es el punto de interseccion de la linea horizontal
(limite de resistencia a compresion del hormigon, o.=f; ) con la hipérbola de Euler. El
punto A es el punto teérico que fija un valor de A denominado Ajim, Si A< Ajim, €l fallo de
la columna se producira por agotamiento a resistencia mientras que si > A, el fallo se
producira por pandeo —estado limite de inestabilidad-.

La EHE fija el valor de 4;;»=35 y aconseja no superar el limite de A=200.

Longitud de pandeo de una barra perteneciente a una estructura

Para estudiar la longitud de pandeo de una barra perteneciente a una estructura
es necesario extraerla y plantear las ecuaciones de equilibrio de forma aislada con
objeto de determinar el valor de la carga critica de pandeo y a partir de la ecuacién 9.13
determinar el valor de la longitud de pandeo. Como antes hemos visto, teéricamente los
extremos de la barra pueden ser: articulados, empotrados, libres y permitir o no la
traslacion, figura 9.8. En la practica estos extremos tendran una rigidez'® determinada y
estaran en una situacién intermedia. La figura 9.10 modeliza una barra con unas
condiciones genéricas de apoyo, donde k; es la rigidez al giro en el apoyo inferior, k, es
la rigidez al giro en el apoyo superior y ks es la rigidez al desplazamiento transversal
relativo entre ambos extremos.

La deduccién de la longitud de pandeo de una barra perteneciente a una
estructura tradicionalmente se ha llevado a cabo para los dos casos siguientes:

1. Considerando k;=0, o bien
2. Considerando ks=c0

10 Rigidez es la relacién entre esfuerzo y desplazamiento, o sea; momento/giro o
fuerza/desplazamiento.
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Cuando ks=co se dice que la estructura es intraslacional y su intraslacionalidad
se garantiza mediante elementos externos a la estructura inicial: rigidizadores centrados
(o cruces de San Andreés), rigidizados excéntricos, muros pantalla, estructuras contiguas,
etc.

ke

ki

Figura 9.10. Estudio de una barra perteneciente a una estructura

Cuando ks=0 la estructura se clasifica como traslacional, y debe de ser la
propia estructura la que garantice que los desplazamientos horizontales son
suficientemente pequefios. Cada norma fija unos limites, la EHE propone L/250 como
flecha maxima genérica. Para estructuras traslacionales el factor de longitud de pandeo
sera siempre mayor que 1 (a >1 (caso 5 de la figura 9.8)).

Un estudio teorico sobre este tema se puede ver en (Hernandez-Montes 1996).

Asi pues, el valor de « para una barra perteneciente a una estructura vendra
dado en funcion de la rigidez de cada una de las barras que confluyen en los extremos
del elemento considerado y en funcion de que la estructura se considere traslacional o
intraslacional (o sea, suponiendo ks=0 6 kz=).

Como simplificacion la norma EHE propone las siguientes expresiones
aproximadas del coeficiente o para pilares pertenecientes a estructuras porticadas.

Para pérticos intraslacionales:

=084+ 1A(F, +¥;)+3¥, ¥, (9.15)

1.28+2(¥, + ¥;)+3¥,¥;

Para porticos traslacionales:

L \/7.5 +4(W, + V) +1.69, P, (9.16)

7.5+(Y, +Y¥;)
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donde ¥ es la relacion entre las rigideces 2{EI/L) de los soportes y las rigideces
2(EI/L) de las vigas, en cada extremo A 'y B del pilar considerado. Como valor de I la
norma EHE toma la inercia bruta de la seccion.

En general se considera que una estructura es traslacional si los esfuerzos en
los extremos de las columnas obtenidos mediante calculo en segundo orden varian en
mas de un 5% respecto de los obtenidos en primer orden.

Ademés de la inestabilidad de columnas, en hormigén puede darse el fenémeno
del pandeo lateral (EC2 -articulo 5.9-), aunque este fendbmeno es mas comdn en vigas
metalicas.

9.4. METODOS APROXIMADOS DE CALCULO EN SEGUNDO ORDEN

El Eurocddigo 2 plantea un método general y dos métodos simplificados para
calculo en segundo orden.

El método general estd basado en el calculo matricial no lineal (expresion
9.10). Se pueden emplear curvas tensidn-deformacién no-lineales de los materiales, se
tendran en cuenta los efectos de la fluencia (ecuaciones 9.3 0 9.4) y el efecto de la
tensorrigidez, (tratado en los capitulos 6 y 7).

Ademas del método general el Eurocédigo 2 plantea dos métodos
simplificados: el primero es un método basado en la rigidez nominal (también conocido
como método de los momentos mayorados) y el segundo método esta basado en la
curvatura nominal (también conocido como método de la columna modelo). La figura
9.11 sintetiza ambos métodos. Para tener en cuenta la no-linealidad geométrica, el
método de los momentos mayorados mayora los momentos de primer orden mientras
que el método de la columna modelo introduce una excentricidad en relacion al axil.
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NEeq
Mokd
\Y,
h
<7 A
B } !
M 1+— !
OE[{ (NB/NEd)_l : Neg
A : V_>: v
; : €tot
o !
Método general i
é Moed/NEd
i €2
7 :
Método de los Método dé la columna
momentos mayorados modelo

Figura 9.11. Métodos de anélisis en segundo orden propuestos por el
Eurocodigo 2
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9.4.1 Método basado en la rigidez nominal (o Método de los Momentos Mayorados
MMM)

En este método los momentos de disefio se obtienen mayorando los momentos
calculados en primer orden™":

e
M, =My | 14— 2 (9.17)
Ed 0Ed|: (Nb /NEd)_l

donde Mgy  esel momento de primer orden
B factor que depende de la distribucion de las leyes de momentos, tanto
de primer como de segundo orden, ver EC2 5.8.7.3. Una
aproximacion razonable es considerar =1
Neg valor de disefio de la carga axil
Np es la carga critica elastica de pandeo (ecuacién 9.13), basada en la
rigidez nominal.

En este tipo de método se emplean valores nominales de la rigidez en todos los
elementos de la estructura, teniendo en cuenta los efectos de la fisuracién, la no-

1 EI MMM que propone el EC2 difiere del planteado por la ACI-318. Mientras que el
EC2 mayora los momentos de primer orden, la ACI-318 requiere dividir la estructura en
la parte traslacional y la parte no traslacional asociando a éstas momentos traslacionales
M; y momentos no traslacionales M,s, con coeficientes de mayoracion distintos.

" "
Vi o

_ R Vi+R;
P2 P,
Vo l l R VatR,
Ps = Ps +
Vs _Rs Vat+Rs
Pértico original Pértico intraslacional Pértico traslacional
para calcular My para calcular Mg

Aungue el MMM del EC2 es mas facil de emplear, el planteamiento de la ACI-
318 es mas consecuente dado que en la simplificacion adoptada para el calculo de
longitudes de pandeo de elementos pertenecientes a estructuras porticadas éstas se han
clasificado como translacionales e intranslacionales.
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linealidad del material y la fluencia. Ademas se tendra en cuenta la interaccion suelo-
estructura cuando ésta sea relevante.

El valor de la rigidez nominal de elementos comprimidos se puede estimar a
partir de la expresion:

El =K El. + K E,l, (9.18)

donde Eg es el valor de disefio del médulo de elasticidad del hormigén, que se
puede tomar como E,/1.2

| es el momento de inercia de la seccion de hormigén

Cc

Es es el valor de disefio del médulo de elasticidad de la armadura

I es el momento de inercia de la armadura respecto del cdg de la
seccion de hormigén

K¢ factor que tiene en cuenta los efectos de la fisuracién, fluencia, etc.

Ks factor que tiene en cuenta la contribucién de la armadura

Una simplificacién posible, siempre que AJA.:>0.01 es considerar K=0 y
K:=0.3/(1+0.5¢).

El valor de la rigidez nominal de los elementos adyacentes a los elementos
comprimidos puede estimarse, de manera simplificada, considerando la inercia fisurada
de las secciones y el modulo efectivo del hormigon (expresion 9.3). Si no se recurre a
esta simplificacion seria necesario tener en cuenta la fisuracion parcial de los elementos
y el efecto de la tensorrigidez (EC2 (7.4.3)).

9.4.2 Método basado en la curvatura nominal (o Método de la columna modelo)

El método de la columna modelo es el adoptado por la EHE para el estado
limite de inestabilidad o pandeo. Como ya se ha comentado, para esbelteces mecéanicas

(A=k/ i) menores de 35 no es necesario verificar el estado limite de inestabilidad.

En compresion simple (axil sin momento flector), la EHE obliga a que el
soporte deba resistir un momento flector minimo, provocado por una excentricidad
minima asociada a la incertidumbre del punto de aplicacion del axil. Esta excentricidad
minima serd mayor a 2 ¢cm y mayor a h/20, siendo h la altura del soporte. La
excentricidad estara medida en la direccion principal mas desfavorable.

Como ya se vid, el hormigén a compresion (fx<55 MPa) agota para una
deformacion del 2%.. Para este nivel de deformacién la tension del acero sera de
0,="f,;=0.002-E;=400 MPa. Por este motivo, la EHE obliga a que la tension maxima de
calculo fy4 en los aceros de pilares sea de 400 MPa'2.

12 Debido a esta premisa los aceros del tipo B-500 son menos rentables en pilares, ya
que se aprovecha menos su capacidad mecanica.
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Los métodos aproximados basados en la curvatura nominal, tanto el propuesto
por el EC2 como el que propone la EHE, calculan una excentricidad total, e
Multiplicando esta excentricidad total por el axil se obtiene un momento de disefio Mgq
que incluye: el momento de primer orden (con el efecto de las imperfecciones) y el
efecto de segundo orden (figura 9.11). Este método esta basado en la longitud efectiva

(o de pandeo) y en una estimacion de la curvatura maxima. El EC2 establece:

€t =€y T €,
multiplicando por la carga axil Ngg:
Mgy =Ngg€o =Ngg€ +Neg, = Mgy =My +Ngge,  (9.19)

donde:

€o es la excentricidad de primer orden incluidas las imperfecciones

e, la excentricidad debida a los efectos de segundo orden, como veremos
a continuacion e,=(1/r)ly*/c

Neg es el valor del esfuerzo axil de disefio

Meqg es el momento de disefio teniendo en cuenta los efectos de segundo
orden

Moe¢ €S el momento de disefio de primer orden incluidas las imperfecciones
(Moea=NEeq€o)

1Ur es la curvatura
ly es la longitud efectiva o longitud de pandeo del elemento
c factor que depende de la distribucion de la curvatura

Excentricidad de primer orden

Cuando la excentricidad en ambos extremos del pilar es la misma, entonces
€0=Moed/Ngg. (Figura 9.12, a)
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Figura 9.12. Excentricidad de primer orden

Cuando las excentricidades de primer orden son distintas en ambos extremos
(figura 9.12 b y c) el EC2 propone emplear un Unico momento de primer orden, Mge,
cuyo valor es:

My, = 0.6M,, +0.4M,, > 0.4M,, (9.20)

Los momentos Mg, y My; tienen el mismo signo si introducen el mismo tipo de
tension (traccién o compresion) en la misma cara del pilar, en caso contrario los signos
serén distintos. Ademas se verificard que |Mgy| = M|, con: Mg,=Ngg-€02 ¥ Mos=NEgg-€01
donde eq; Y eg, representan las excentricidades de primer orden en los dos extremos, |€oy|
> |eot| (figura 9.12 b y c).
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Excentricidad debida a los efectos de sequndo orden

Una columna modelo es una columna empotrada en su base y libre en cabeza.

€iot

=) Neg

Figura 9.13. Método de la columna mddelo

Si se admite que la deformada tiene una forma senoidal, colocando los ejes x e
y tal y como se indica en la figura 9.13, la ley de la deformada de la pieza sera:

y(X) = yméxsen (lﬁj

0

donde se cumple que para x=0 = y=0y que para x=lo/2 = y=Yynax, siendo |, la longitud
de pandeo (I;=2L). Derivando dos veces se tiene:

Y(x) = 4(x) = Tlx) Ve ’f—zsen[lﬁJ - Ty

Para x=ly/2=L, se tiene que y(L)=e,, siendo en este punto (x=L) maximos el
momento y la curvatura. Aproximando 7°~10 se obtiene:

2
IO

e, =—— .
2 10 max



ANALISIS ESTRUCTURAL 318

El EC2 propone el siguiente valor de e;:

112
e,=—— (9.21)
rc
donde: I, es la longitud efectiva (o longitud de pandeo)
1r es la curvatura
c es un factor que depende de la distribucién de la curvatura. Para

secciones constantes c=10 (=7?), siendo 8 un limite inferior.

Para elementos con seccidn transversal constante y simétrica (incluida la
armadura) se puede emplear:

}{:Kx¢}ﬁ

donde K,
K

®
1/ Iy
&yd
d

n
Neg
Ny
Npal

__nu-n_ <1 (9.22)
nu — nbal

K, =1+ fpy >1

r

es un factor de correccion dependiente de la carga axil

es un factor que tiene en cuenta la fluencia

=€yd/0.45d

=fyd/Es

es el canto util

=Ngq/(Afeq), fuerza axil relativa

es la fuerza axil de disefio

=l+w

es el valor de n en el punto de maximo momento (generalmente se
produce para X;, (ver capitulo 6, figura 6.17)). Se pueden tomar
Npa=0.4.

:Asfyd/ (Acfeq)

es el area total de la armadura

es el area de hormigdn de la seccidn transversal

es el coeficiente de fluencia efectivo, dado por la expresion 9.4
=0.35+f/200-4/150

es la esbeltez mecanica

Si la armadura no estd concentrada en lados opuestos, sino que parte de ella
esté colocada paralela al plano de flexion, d se define como

h

d=—+i

2 S

donde is es el radio de giro de toda la armadura



HORMIGON ESTRUCTURAL 319
Hernandez-Gil

Ejemplo

Consideremos la pila de un puente de seccion anular representada en la figura
9.14, fabricada con hormigén C35. Las cargas de disefio a las que esta sometida
consisten en una carga axil centrada de 4500 kN, una carga horizontal en cabeza de 275
kN y una carga en fuste de 9.0 kN/m. Se pide: calcular el momento maximo en segundo
orden aplicando los dos métodos propuestos por el EC2 (MMM vy el método de la
columna modelo). La armadura estard formada por acero del tipo B-400-S y el
momento cuasipermanente supone el 20% del momento maximo. Se supone que la
carga actla a los 28 dias y que la humedad relativa es del 70%.

4500 kN
275 kN

Momentos de primer orden

v

— 675 kN-m
9.0 kN/m

30m

Seccién A-A

I
12975 kN-m
.

Figura 9.14. Pilar anular para puente

El factor de longitud de pandeo en este caso es de 2, y la longitud de pandeo es
lo=c:1=60 m. Las caracteristicas mecanicas de la seccion bruta y la esbeltez mecénica
de la pila son:
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La imperfeccion geométrica propuesta por el EC2 se puede tomar como
excentricidad inicial:

e = |° =150mm
400

Con esta excentricidad inicial y para las cargas indicadas en el enunciado se
puede calcular la ley de momentos de primer orden, representada en la figura 9.14, cuyo
valor méaximo, en el empotramiento, toma el valor Mygg=12975 kN-m.

Método de los Momentos Mayorados (MMM)

Aplicando la expresion 9.17 se obtiene el momento de disefio:

b
Moy =Mggy| 14—
Ed OEd|: (Nb/NEd)_1:|

El coeficiente # puede tomar de manera aproximada igual a 1.0 o adoptar el
valor propuesto por el EC2 (8 =z°/c,=1.03, donde ¢, depende de la distribucién de la
ley de momentos de primer orden y para distribucién parabolica c,=9.6). N, es la carga
de pandeo basada en la rigidez nominal. Se ha supuesto la expresion simplificada de la
rigidez nominal El (K=0 y K.=0.3/(1+0.5¢¢)) aplicable a cuantias geométricas
superiores a 0.01 (p=AJ/A:>0.01). Para el calculo del coeficiente efectivo de fluencia
(per) Se ha empleado la expresion 9.4 y el Anejo B del EC2 (esta formulacion también se
ha recogido en el capitulo 3 de este texto).

2 2
,=ZEL T EL_ 4segskn
12 60
El =K_E I, +K_.E I, =0.25E |, =1.6710"kN-m?
. __ 93 o5 K, =0
1+0.5¢,
_ MOEqp _ _
9o = 0(0,,) =1.780.20 = 0.36
OEd
f 0.3
Eo =iECm =1 o000t | = L 34100 KN _ 55 4200 KN
1.2 1.2 10 1.2 m? m?

Conocida la carga de pandeo N, se puede calcular el momento total de disefio en el
empotramiento (basados en calculo aproximado de segundo orden segtn el MMM):

My, = Mogy| 1+ —P | = 12078 14 — =03 — 14435kN-m
(N, /N_,)-1 45685/4500 — 1
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Método basado en la curvatura nominal o Método de la columna modelo

Como se ha comentado en la parte tedrica, este método consiste en afiadir una
excentricidad para tener en cuenta los efectos de segundo orden:

Mey =My +Ngy€, =12975 + 4500, = 15334 kN-m
1 60"

e, =0.001456—=0.524
rc 10

1 KK, L 101.040.0014 =0.001456
r Iy

K, =1+ fp, =1+0.110.36 =1.04 K, =1.0
fu A _gag, 35 6242

£ =035+ -—=0.35+— =0.11
200 150 200 150
fyd/
iz Eya  _ E, =4OO/1.15/200000=0.0014
r, 0.45d 0.45d 0.45-2.7
c=10

Los métodos de célculo aproximado de segundo orden propuestos por el EC2
exigen el célculo de la longitud de pandeo. Una ventaja muy interesante de la ACI-318
es que no requiere el calculo de las longitudes de pandeo de tal forma que

M =M M

2orden lorden, traslacional

1
) 4 .
den, I I Z
lorden,no traslacional 1_ NEd . A
V -h

donde V es el cortante en el pilar o el cortante total por planta, 4 es el desplazamiento
relativo del pilar o de la planta y h es la altura del pilar.

Si se tiene en cuenta que para valores pequefios de NA/Vh se verifica que®

1/(1-NA4/Vh) = 1+ NA/Vh , la expresion anterior se puede reescribir como:

I+(1+M)-M

lorden,no traslaciona V h lorden, traslacional

M =M

2orden

13 Si a es pequefio frente a la unidad: 1/(1-a)=(1+a)/((1+a)(1-a)=(1+a)/(1-a%)=1+a
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Como podemos ver el segundo sumando de la parte derecha de la igualdad
coincide con la dltima igualdad de la expresion 9.6. Los trabajos de Lai (1983)
demostraron que se puede aproximar Ny/Negg por Negd/Vh siempre que el factor que
mayora los momentos traslacionales sea menor de 1.5 ;

EN,  ENgA
SN, Vo

<15

Para el ejemplo anterior nos queda:

Morden = l+M Mogq = l+w 12975 =13689kN:m
V:h 545:30

275-h® +9.0-h4
3El 8ElI
V =9.0:30+275 = 545kN

A= =0.20m

La ventaja de la norma ACI-318-05 es que emplea exclusivamente datos
obtenidos del andlisis de primer orden y ademas no es necesario el célculo de las
longitudes de pandeo de los elementos.
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9.5. FLEXION COMPUESTA ESVIADA
Disefiar una pila a flexion compuesta esviada es complicado dado que situar la
posicion de la fibra neutra en la seccion transversal es una tarea dificil, como ya vimos

en el capitulo 6, figura 9.15. Ademés en hormigdn se dimensiona generalmente en
rotura, lo que contribuye a aumentar la dificultad.

Tracciones

3 - —."—"‘i

.- Fibra neutra

™~ Compresiones

Figura 9.15. Tensiones producidas en una seccion transversal debido a una
flexion compuesta esviada

Como vimos en el capitulo 6, en flexion compuesta esviada para posicionar la
fibra neutra son necesarias dos coordenadas (en lugar de una como ocurria en flexion
simple).Estas dos coordenadas son &y ¢ como se indica en la seccion transversal de la
figura 9.16. Es interesante sefialar que la inclinacion de la fibra neutra no tiene porqué
coincidir con la inclinacion del momento flector (Mg).

b
Fibrgteutra
AY
!
zona traccionada

Figura 9.16. Posicionamiento de la fibra neutra en flexién compuesta esviada
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Todo el tema de dimensionamiento en flexién esviada se vio en el apartado 6.8.
Una préctica comun en el caso de secciones con geometria no habitual sometidas a
flexion compuesta esviada, consiste en sustituir la seccidn inicial por otra inscrita en la
misma y simétrica®.

En cuanto al célculo en segundo orden se refiere, si éste se ha realizado
mediante el método general, no ser& necesario realizar ninguna comprobacién adicional.
En el caso de haber empleado los métodos simplificados sera necesario tener en cuenta
algunas consideraciones adicionales.

La imperfeccion inicial sélo se tendrd en cuenta en la direccion mas
desfavorable, no siendo necesario realizar ninguna comprobacion adicional si se
verifican las dos condiciones siguientes (segun EC2):

Donde:
b, h

b,

eq

—y

A
JL<2 y z2<2

4, A

Las excentricidades relativas e,/h y e,/b satisfacen:

&M gy o S/Pa g,

€, / b, €y / heq

son el ancho y el canto de la seccién
V12 y h,, =i,4/12son el ancho y el canto de una seccién

rectangular equivalente

Jgs 2
iy, i,
€;

€y
MEdy
MEdz
Neg

son la esbeltez geométrica I,/i respecto a los ejes y y z respectivamente
son los radios de giro respecto a los ejes y y z respectivamente
=Meq,/Ngq; excentricidad segln el eje z (ver figura 9.17)

=Meq./Neg; €xcentricidad segin el eje y (ver figura 9.17)

es el momento de disefio en el eje y, incluido segundo orden

es el momento de disefio en el eje z, incluido segundo orden

es la fuerza axil de disefio en la combinacion de carga considerada

1 De esta forma se queda del lado de la seguridad.
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Figura 9.17. Definicion de excentricidades e, y e,.

En el caso de que las dos condiciones anteriores no se cumplieran, se puede
emplear la siguiente relaciéon de interpolacion, siempre que no se tenga ninguna
expresion mas precisa:

(—ME"Z] + Meyy <1.0
MRdz

Rdy
donde:
Medgzy es el momento de disefio en sus respectivos ejes, incluyendo efectos
de segundo orden.
Mgz es el momento Gltimo de la seccidn en su respectivo eje
a es un coeficiente de interpolacion (la norma EHE toma a=1) y el EC2
toma a=2 para secciones circulares o elipticas. Para secciones
rectangulares el coeficiente a se obtiene de la siguiente tabla, en la que
se puede interpolar linealmente:
Neo/Nrg | 0.1 | 0.7 | 1.0
a 101520
Neq es el valor del axil de disefio

N Rd =Acfcd +Asfyd
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9.6. PILARES ZUNCHADOS

En el capitulo 3 se vio que una de las propiedades del hormigon es el efecto del
confinamiento (ver anejo del capitulo 3). Este efecto permite aumentar la resistencia a
compresion del hormigén de una pieza de hormigon armado.

Para confinar el hormigdn se dispone de una hélice o una serie de cercos muy
préximos de tal forma que coarten las deformaciones transversales del hormigén que se
producen por el efecto Poisson. Al coartar la deformacion aparecen tensiones radiales
de confinamiento.

En este tipo de piezas la compresidn maxima permitida es mayor que en las
piezas en las que el hormigdn no esté confinado. Por este motivo en las piezas de
hormigén confinado las deformaciones obtenidas en la direccion de la compresion
Seran mayores.

Como regla general, los pilares zunchados no se deben usar salvo en piezas
muy cortas, sin excentricidades y sin posibilidad de pandeo. En determinadas zonas
sismicas se recomienda zunchar los pilares, dado que proporciona un grado de
confianza adicional y representa una seguridad frente al sismo vertical. No obstante en
éste Gltimo caso el efecto del zuncho no seria tenido en cuenta en el célculo para
acciones distintas del sismo vertical.
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Ejercicios propuestos
1. El pértico de la figura inferior soporta una carga mayorada de 45 kN/m y una

45 kKN/m

o ST T LT T ]2

| 30x35 cm 35,35 om | 3035 cm
L L e 3.0m
{ 030m 030m !
— < ' b —>
A A\ AN
f 7.0m 5 7.0m !

carga de viento colocada en el nudo f de 35 kN. Aplicando la EHE, determinar
el axil y el momento flector para los que debe de ser dimensionada la columna
a-f, considerando sdlo la flexion en el plano. Para este ejercicio es necesario
emplear un programa de calculo estructural.

2. Aplicar el método de los momentos mayorados del EC2 y el de la ACI-318-05
para resolver el problema anterior. Hacer el calculo aplicando el método
general (utilizar para ello un programa) y comparar los resultados.
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CAPITULO X

ESTADOS LIMITE DE SERVICIO

Ensayo de hormigon autocompactante. ETSICCP UGR.
Cortesia de IECA. www.ieca.es

10.1. INTRODUCCION

Hasta ahora se han tratado los ELU (estados limite Gltimos), que son aquellos que
llevan a la ruina total o parcial de la estructura. Los Estados Limite de Servicio (ELS) son
los que originan la pérdida de funcionalidad, comodidad, durabilidad o aspecto de la
estructura. Los estados limites de servicio comprenden:

- Deformaciones, que pueden resultar excesivas a corto o a largo plazo.
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- Fisuracion, producida por grietas que, ademas de resultar estéticamente
inadmisibles, pueden provocar la corrosion prematura de la armadura por
dejarla a la intemperie.

- Vibraciones, que pueden causar incomodidad a los usuarios o afectar al
funcionamiento de maquinas.

Dentro del estado limite de deformaciones se contempla la posibilidad de que
flechas excesivas puedan provocar la aparicion de zonas de acumulacién de agua en puentes
y tejados, lo que supondria por un lado un peligro para el trafico y por otro la introduccion
de cargas adicionales no consideradas inicialmente en el calculo. En edificios, las flechas
pueden provocar el agrietamiento de tabiquerias, azulejos y desencaje de puertas y ventanas.
Por todo lo anteriormente expuesto es necesario realizar un control de las deformaciones.

En la actualidad, el empleo de materiales con valores de tensidon de rotura muy
altos, tanto en el caso de hormigones como en el de acero, hace que el estudio de los Estados
Limite de Servicio sea fundamental. Los nuevos materiales son susceptibles de presentar
grandes deformaciones o fisuraciones sin llegar a la rotura. Para entender esto consideremos
el caso concreto del acero: los aceros de alto limite elastico tienen una tensién de rotura muy
alta pero su médulo de deformacidn longitudinal es el mismo que el del acero de bajo limite
elastico, por lo que las deformaciones que pueden experimentar antes de presentar rotura
Son mayores.

10.2. LIMITACIONES A LA DEFORMACION

La forma de controlar este ELS es imponer unos limites a la deformacion del
elemento estructural.

La EHE, en los comentarios al articulo 50.1, define dos tipos de flechas:

- flecha total a tiempo infinito: aquella debida a la totalidad de las cargas desde
que comienzan a actuar, y

- flecha activa respecto a un elemento dafable: flecha que se produce en un
elemento a partir del instante en que se construye dicho elemento.

En general se puede tomar como limite L/250 para la flecha total, donde L es la
longitud del elemento que se comprueba, y L/400 para la flecha activa. Ademas, para evitar
flechas en tabiqueria, la flecha activa debe de ser menor de 1 cm.

10.3. DEFORMACION. METODO GENERAL

Generalmente, el estudio de las deformaciones se lleva a cabo a partir de la teoria
elastica lineal, o sea, se considera que la tension es proporcional a la deformacién tanto en el
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acero como en el hormigon. La parte traccionada en el hormigdn estara fisurada si sobrepasa
el momento de fisuracion y no lo estard en caso contrario. Debido a que para los ELS los
coeficientes de seguridad son menores que para los ELU, es l6gico emplear teoria elastica
lineal en ELS mientras que se empleara teoria de rotura en ELU.

Un elemento estructural fabricado en hormigén pretensado estd sometido a dos
tipos de tensiones: unas provocadas por las cargas exteriores y otras por las acciones de
pretensado. Si el mismo elemento se fabrica en hormigdn armado, las Unicas tensiones a las
que estard sometido serdn las correspondientes a las cargas exteriores. De hecho, la
existencia de pretensado hace que el estudio de deformaciones sea uno de los puntos en los
que existe mayor diferencia entre el hormigén armado y el hormigén pretensado.

Debido a la excentricidad del pretensado (figura 10.1) las vigas pretensadas
presentan una deformacion en contraflecha cuando la carga exterior es pequefia. Esta flecha
inicial variard dependiendo del valor de la solicitacién exterior y del tiempo. Cuando la
carga exterior sea suficientemente grande, la flecha sera hacia abajo.

1
P |

: A \ Deformada de la linea
! : ! z 5 media cuando se aplica P

Figura 10.1.Tendon de pretensado y diagrama de momentos flectores del
pretensado

En el disefio y dimensionamiento de elementos de hormigoén es necesario calcular
las flechas finales para comprobar que éstas no exceden los limites admisibles. El
procedimiento mas general para el calculo de flechas es a partir de un analisis estructural en
segundo orden plastico mediante procedimientos paso a paso en el tiempo. Esto se lleva a
cabo integrando los diagramas momento curvatura a lo largo de la pieza. Conocida la ley de
momentos flectores es facil obtener la ley de curvaturas e integrando esta obtener las flechas
en el elemento, en la figura 10.2 se ha esquematizado todo el proceso. Si se denomina ¢ a
la curvatura producida por el pretensado, en el diagrama M-¢ de la figura 10.2 el momento
M corresponde al momento exterior, supuesto aplicado el pretensado.
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El gran inconveniente del método general es que el modulo de deformacién
longitudinal del hormigoén E., varia con el tiempo y que el momento de inercia de la seccion
| varia con la deformacidn. Por esto la forma mas usual de proceder es determinar E;n e 1y
emplearlos en los diagramas M-¢, dado que ¢=M/E,-1. Conocido el diagrama M-¢" para
una seccién determinada es inmediato pasar de la ley de momentos flectores a la ley de
curvaturas.

Siguiendo el proceso indicado en la figura 10.2, el cambio de angulo entre dos
puntos de la viga se obtiene integrando la curvatura:

do o F
p=—"— 65 = [¢dx (10.1)
dx .
C
En el caso de la figura 10.2, donde la carga es uniforme en toda la viga, la flecha
méxima (dmax) S€ produce en el centro de luz: CL. El célculo de s Se puede obtener como
la distancia del punto B a la tangente trazada desde el CL de la deformada. Este
procedimiento es el mismo que el seguido en el planteamiento del segundo teorema de
Mohr (Ortiz Berrocal, 1991).

O = | (Xg = X)X (10.2)

! Como se vio en el capitulo 5, los diagramas M-¢ pueden ser definidos a corto o a largo
plazo.
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/‘ [ @
MCI’ Mmax MCT

&/ Ley de Momentos flectores exteriores

@ [\ P /\ Ley de curvaturas

Deformada
&/1 Sméx

Figura 10.2. Método general de célculo de deformaciones

Para pequefias deformaciones 6 ~tan = dy/dx Yy, por tanto, integrando dos veces
la curvatura se obtiene el desplazamiento relativo entre dos puntos.

Deformaciones a corto plazo en prefisuracion

En la situacion de prefisuracion el método general se puede aplicar directamente,
sin tener que realizar mayores simplificaciones. En prefisuracion el comportamiento de los
materiales esta mas préximo a la teoria elastica lineal y la relacién entre la curvatura y el
momento es lineal. Veamos con un ejemplo cémo tratar las deformaciones a corto plazo en
situacion de prefisuracion.
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Ejemplo

Consideremos la viga biapoyada de la figura 10.3. Se van a determinar las
deformaciones en el centro de luz en las siguientes situaciones:

- En bancada, cuando se sueltan los cables de pretensado. La fuerza de
pretensado tiene un valor inicial de P=6800 kN.
- Bajo una carga cuasipermanente de 31 kN/m. La fuerza de pretensado tiene un
valor de 4500 kN.
El peso propio de la viga es de 15.0 kN/m.

La ley de momentos flectores correspondiente a la carga uniformemente distribuida
q es:

M(x)=%(L-x—x2)

En bancada actGan el peso propio y la fuerza de pretensado de 6800 kN. En esta
situacion las leyes de momentos flectores, en kN-m, son las siguientes:

15
M (X) :?(24-x —x?%)

1700% para 0<x <8
1700 para8<x<12

MP(X) =
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1000 mm

|
a
o
3
3
XXy’
ecoo

Seccién transversal

960 kN-m 1080 kN-m
Ley de Momentos flectores
\1\/ del peso propio

/| |\ Ley de Momentos flectores

-0.25:P kN-m de la fuerza de pretensado

1984 kN-m 2232 kN-m

Ley de Momentos flectores
de la carga cuasipermanente

Figura 10.3. Viga pretensada

En todo el tramo la relacion entre la curvatura y el momento es lineal: ®=M/E¢ 1.
Tomamos E4=28x10° N/mm?; 1=0.0676 m* A=0.61 m? Aplicando la ecuacién 10.2
tenemos:

8
5= % {—(24 ~x%)-1700= } —j[—(24x x2) - 1700}x dx =
=-0.02085m

Bajo carga cuasipermanente, las ecuaciones correspondientes a las leyes de
momentos flectores de la carga y de la fuerza de pretensado, en KN-m, son las siguientes:
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31
Mg, (X) = ?(24 X —x?%)

1125% para 0<x <8
1125 para8<x<12

MP(X) =

Aplicando la ecuacion 10.2, se obtiene que la deformacion consiste en una flecha
hacia abajo de valor 6=0.0343 m. Este valor de la flecha supone 1/700 de luz, cumpliendo
todas las limitaciones que establece la EHE en relacién a flechas.

Si se hubiese calculado la flecha a partir de la formulacion correspondiente a una
viga simplemente apoyada, se habria obtenido:

_ 5.gq-L°

=————=0.071m
384 -E I

gue supone 1/339 de la luz, valor que no cumple la limitacion de flecha activa de la EHE.

Deformaciones a largo plazo en prefisuracion

A largo plazo los fenénemos de fluencia y relajacion hacen variar los valores de la
deformada.

Como ya vimos, los efectos de la fluencia se pueden considerar a partir del médulo
de deformacion longitudinal efectivo, E e :

E

C

c,eff

:1+go

donde E, es el médulo de deformacion longitudinal instantaneo para la edad considerada, y
@ es el coeficiente de fluencia.

Ademés de la fluencia también actla la retracciéon. Una practica habitual en
hormigdn pretensado para tener en cuenta la retraccién es de aumentar en un 20% el término
de la flecha debida a la fluencia.
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Deformaciones a largo plazo en fisuracion

Una vez que la seccidn ha fisurado las propiedades mecanicas cambian -momento
de inercia, area, etc.- y la seccion pierde rigidez.

La deformacion se calcula integrando dos veces la ecuacion de la elastica:

1_dy

-1

o

X
N

Para integrar esta ecuacion es necesario establecer el valor del radio de curvatura.
En la parte no fisurada de la viga el radio de curvatura corresponde al de la seccién no
fisurada. Sin embargo, en la zona fisurada el valor del radio de curvatura no corresponde al
de la seccion fisurada, dado que dentro de la zona fisurada existen secciones no fisuradas
(zona entre grietas en la figura 10.10). Por este motivo el radio de curvatura en la zona
fisurada es un valor medio entre el correspondiente a la seccidn fisurada y al de la seccién
no fisurada. El EC2 proporciona una expresion de interpolacion para el calculo del radio de
curvatura medio en la zona fisurada del elemento (ecuacion 10.3).

Log-9Ged (103)
r r I

m

donde r; y r, son los radios de curvatura de las secciones no fisurada y fisurada,
respectivamente. El factor £'indica la proporcion de seccion fisurada, teniendo en cuenta las
propiedades adherentes del acero y el efecto de la duracidn de las cargas, siendo su valor:

2
O,

c=1-8p,

= (10.4)
O-S
donde g, vale 0.5 para barras lisas y 1 para barras de alta adherencia; £, vale 1 para cargas
de corta duracion y 0.5 para cargas de larga duracion o ciclicas; o, es la tension del acero en
la seccion fisurada para el momento critico de fisuracion y o es la tension del acero para la
carga cuasipermanente.
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Ejemplo

Sea la viga biapoyada de 10 m de luz de la figura 10.4, fabricada con hormigén HP-
35 y acero Y-1870-S7. La fuerza de pretensado -incluidas las pérdidas- es de 200 kN y la
carga cuasipermanente (Qqp) tiene un valor de 40 kN/m -incluido el peso propio-. Las
caracteristicas mecanicas de la seccién bruta son las siguientes: A.=5.00x10° mm?
1;=4.167x10" mm*, W,=8.333x10" mm® A,=200 mm® y A;=982 mm? El coeficiente de
fluencia toma el valor de 2.2. Se pide: determinar la deformacion a largo plazo.

500 mm
450 mm <>
1 é f 1000 mm
° . °

‘ 10 m ‘
| J |

Mmax =500 KNm

1

Figura 10.4. Viga biapoyada de 10 m de luz

El diagrama de momentos flectores correspondiente a la carga cuasipermanente,
figura 10.4, responde a la siguiente expresion —en kN-m- :

2

X
Mqp(x) = 200X ~ 40~

A nivel seccidn, las deformaciones son las representadas en la figura 10.5. En esta
figura x es la profundidad de la fibra neutra, & es la deformacién en la fibra superior debido
a la flexion, &, es la deformacion en el tendén de pretensado debido a la fuerza de
pretensado y &y es la deformacion en el tendén de pretensado debido a la flexion.
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Er

" I
—_ j 950 mm
Epe Epb
o>

Figura 10.5. Deformacion a nivel seccion

Antes de abordar el problema es necesario calcular los siguientes datos iniciales:

Ope = 200000 _ ;55 p /mm?
200
€m0 = 1000 _ 5 905
200000

fum =0.303/f2 =3.21N/mm?

E, 8500%/35+8

coff = = =9306 N/mm?
’ 1+¢ 1+2.2

Como ya vimos, el momento de fisuracion, Mg, es aquel que produce una traccion
maxima igual a la resistencia del hormigén a traccion (). Asi pues, Mgs se puede calcular
igualando la tension en la fibra més traccionada a fep.

200-10° 200-10°-450 M, -10°
- —-M

+ N
5.10° 8.33-107 8.33-10’ e

-3.21= =390.71kN -m

Se comprueba que el momento méaximo de flexién (500 kN-m) es superior al
momento de fisuracién. Del diagrama de momentos de la figura 10.4 se deduce que el
momento de fisuracion se alcanza en los valores x=2.66m y x=7.34m. Para x comprendida
entre 2.66 y 7.34 el momento flector de la carga cuasipermanente es superior a M. Por
tanto, para valores de x, menores de 2.66m y mayores de 7.34m la seccién no esta fisurada.
Para los valores intermedios, existiran secciones fisuradas y secciones no fisuradas y para el
calculo del radio de curvatura en esta zona influira tanto la parte fisurada como no fisurada
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(ecuacion 10.3). En la ecuacion 10.3 intervienen los radios de curvatura de la seccion
fisurada y no fisurada, asi como el nivel de tension en el acero.

Para determinar el radio de curvatura de la seccion fisurada es necesario conocer la
deformacion a nivel seccion en varios puntos y para ello hay que resolver las ecuaciones de
equilibrio de axiles y de momentos. Estas dos ecuaciones junto con la ecuacién de
compatibilidad de deformaciones proporcionan un sistema no lineal de tres ecuaciones con
tres incognitas, resoluble numéricamente. Las incognitas son &, &y Y X, para valores dados
de Mgp:

c

SN =N, +N, =0= -E_; - &, -=-500 + 200-E, -(0.005 + £,,) +
' 2

+982-E, ¢, =0

SM =0=E, £, -%-500-(950—%)—Mqp =0

Compatibilidad —» £& = 8
X 950-x

Posteriormente se procede a seleccionar varios puntos de la viga, cada uno de ellos
con un Mg, asociado, en los que obtener el radio de curvatura e integrando la curvatura
hallar la deformada. Con objeto de calcular el radio de curvatura medio en cada uno de estos
puntos se ha confeccionado la tabla 10.1. La fila de abscisas y la de Mg, son datos, las filas
X, &b Y & Se obtienen del sistema de ecuaciones anterior, que sera necesario plantear para
cada una de las secciones consideradas. El valor de { se obtiene de la ecuacion 10.4. Para
calcular el radio de curvatura ry, basta con tener en cuenta que:

E_qu+MP
r, E.or -l

c,eff
siendo Mp el momento de la fuerza de pretensado.

El radio de curvatura de la seccion fisurada (r,), se obtiene geométricamente
analizando la seccion deformada, tal y como se puede observar en la figura 10.6.

Desarrollada la tabla 10.1 se obtienen valores de r,, para cada seccién, a partir de
los cuales se puede integrar la ecuacién diferencial de la deformada 1/r,=d’/dx?. Como
sOlo interesan los valores de la deformada en las secciones transversales elegidas, el método
mas apropiado para resolver la ecuacién diferencial es el método de diferencias finitas cuyo
planteamiento tedrico es el siguiente:
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Yin=Yi _Yi—VYia
y'(x) = .y h_ y" parai=12,...n—-1
| h+hi, I o

2

hi =X =X

Tabla 10.1. Valores y resultados en varios puntos de la viga

ZONA NO ZONA FISURADA ZONA NO

FISURADA FISURADA
Abscisas (m) 0.00 1.33 2.66 3.83 5.00 6.17 7.34 8.67 10.00
Mg (KN-m) 0.0 230.6 3905 4726 500 4726 3905 2306 0.0
X (m) - 407 326 312 309 312 326 407 -
&pb (x103) - 0.40 1.17 1.57 171 1.57 1.17 0.40 -
g (x103) - 0.30 0.61 0.77 0.82 0.77 0.61 0.30 -
c - 80 234 314 342 314 234 80 -
¢ - 0 0 0.44 0.53 0.44 0 0 -
1/r(1/mmx10-7) - 0.80 3.98 6.80 7.73 6.80 3.98 0.80 -
1/r2(1/mmx10-7) - - 1871 2468 2654 2468 18.71 - -
1rm(1/mmx10-7) - 0.80 3.98 1467 17.70 14.67 3.98 0.80 -

Figura 10.6. Deformacién a nivel seccion, radio de curvatura de la seccién fisurada
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Este método conduce a un sistema de 7 ecuaciones donde son conocidos los valores
de y’’; y los valores de y,=0y de yg=0. Al final se obtiene un sistema lineal de 7 ecuaciones
con 7 incognitas que, en este caso y debido a la simetria del problema, se puede transformar
en un sistema lineal de 4 ecuaciones con 4 incdgnitas -bien condicionado-. Los resultados se
indican en la tabla 10.2.

Tabla 10.2. Tabla de resultados
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Xi (m) 0.00 133 266 3.83 500 6.17 7.34 8.67 10.00
h; (m) - 133 133 117 117 117 117 133 133
yi(mm) O 4 9 12 13 12 9 4 0

Lo que supone una flecha méxima de L/769, cumpliéndose las limitaciones
impuestas por la EHE.

10.4. METODO SIMPLIFICADO DE CALCULO DE DEFORMACIONES DE LA EHE

La EHE en el articulo 50.2.2 propone un método simplificado aplicable a vigas y a
losas de hormigon armado en flexién simple. EI método simplificado establece que no sera
necesaria la comprobacién de las flechas cuando la relacién canto/luz Gtil del elemento
estudiado sea igual o inferior a los valores de la tabla 10.3, que corresponden a situaciones
normales de uso en edificacidn y para elementos armados con acero B-500.

Tabla 10.3. Relaciones L/d en elementos estructurales de hormigén armado
sometidos a flexion simple

Elementos fuertemente | Elementos débilmente
Sistema estructural armados armados
(p=Ay/byd=0.012) (p=A/byd=0.004)
Viga simplemente apoyada. Losa wuni o
A . 14 20
bidireccional simplemente apoyada
Viga continua® en un extremo. Losa unidireccional
12 18 24
continua™“ en un solo lado
Viga continua® en ambos extremos. Losa
R R 20 30
unidireccional continua™
Recuadros exteriores y de esquina en losa sobre
- 3 16 22
apoyos aislados
Recuadros interiores en losa sobre apoyos
- 3 17 25
aislados
Voladizo 6 9

1. Un extremo se considera continuo si el momento correspondiente es igual o superior al 85%
del momento de empotramiento perfecto
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2. Enlosas unidireccionales, las esbelteces de la tabla 10.3 se refieren a la luz menor
3. En losas sobre apoyos aislados (pilares) las esbelteces de la tabla 10.3 se refieren siempre a
la luz mayor

Por otro lado el método simplificado de la EHE propone que en el caso de que
fuera necesario el calculo de la flecha, ésta se considerar4d compuesta por la suma de una
flecha instantanea y de una flecha diferida, esta Gltima debida a la fluencia y retraccién bajo
cargas permanentes.

Célculo de la flecha instantanea

Para el calculo de las flechas instantaneas en elementos de seccién constante se
propone el empleo del momento de inercia equivalente (lg), que consiste en una
interpolacién entre los momentos de inercia de las secciones fisuradas y no fisuradas en
funcion del momento flector maximo y del momento nominal de fisuracion:

3 3

l, = % l, +|{1- % I, <1, (10.5)

a a
donde:

M, Momento flector maximo aplicado a la seccion hasta el instante en que se
evalla la flecha.

M Momento nominal de fisuracion de la seccién, obtenido como: M=f 4W,,.

feen Resistencia a flexotraccion del hormigon, que puede suponerse igual a
0.37f4 23, para fq Y foj en N/mm?

W, Modulo resistente de la seccion bruta respecto a la fibra extrema en
traccion.

Iy Momento de inercia de la seccién bruta.

It Momento de inercia de la seccion fisurada en flexion simple, que se

obtiene despreciando la zona de hormigén en traccién y homogeneizando
las &reas de las armaduras activas adherentes y pasivas multiplicandolas
por el coeficiente de equivalencia.

La flecha maxima de cada elemento puede obtenerse aplicando las teorias de
Resistencia de Materiales o de Anélisis de Estructuras, adoptando como mddulo de
deformacion longitudinal del hormigén el definido por la EHE (ecuaciones 3.6 y 3.7) y
como momento de inercia -constante para toda la pieza- el valor equivalente
correspondiente a la seccién de referencia, que se define como:

a) En elementos simplemente apoyados o tramos continuos: la seccion central.
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b) En elementos en voladizo: la seccién de arranque.

Célculo de la flecha diferida

Las flechas adicionales diferidas, asociadas a cargas de larga duracién, son las
producidas por las deformaciones de fluencia y retraccién. La EHE propone obtener la
flecha diferida como el producto de la flecha instantanea por un factor A, definido como:

__ <
1+50p0'

donde:

P es la cuantia geométrica de la armadura a compresién A’;, referida al area
de la seccion Util bod, en la seccién de referencia.

A
P b

& es un coeficiente que depende de la duracion de la carga y cuyos valores
son los siguientes:

Tabla 10.4. Valores de &
50masafios 2.0

1 afio 14
6 meses 1.2
3 meses 1.0
1 mes 0.7
2 semanas 0.5

Es evidente que A estara influido por la armadura de compresién dado que cuanto
mayor sea la armadura de compresién existente en la seccion menor sera la fluencia de la
zona de compresiones y, por tanto, menor sera la flecha diferida.

En la formulacién anterior el pardmetro tiempo siempre es absoluto y se mide
desde el momento de colocacién del hormigén. Por tanto, para una edad j de carga y t de
calculo de la flecha, el valor de & para el célculo de A serd &(t)-&())-
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Ejemplo

La figura 10.7 representa el alzado y la seccién transversal de una viga biapoyada.
La luz de la viga es de 16 m y la seccion transversal es del tipo IT con las dimensiones

indicadas en el croquis. La armadura de la seccion transversal corresponde a la seccion
central.

SECCION A-A
| 17016
16 m O3S O B S e
| | : 0.22
| . T % i s )
= N 1] I
L : il ' 0.46
1 o @ I ® 0 .
e N
4 ; ' A / \ 80532 f:: i o
777777 >0 ! e o ~_
|
i
|

[ fesle——lesle|
020 022 036 0.22 0.20

Figura 10.7. Viga biapoyada

Las cargas que soporta la viga son (en servicio):

e El peso propio (2500 kg/m?, articulo 10.2 de la EHE), que comienza a actuar
cuando se descimbra la estructura a los 28 dias de su hormigonado.

e Carga permanente repartida de 5 kN/m, actuando sobre toda la viga. Esta carga
entra en accion pasados 3 meses desde el hormigonado de la viga.

El hormigon es del tipo HA-25/P/25/111a y el acero es B400S.

Se pide: estudiar la evolucion de la estructura desde que se descimbra hasta la edad de un
afio.

Para ello se calculara:

a) Laflecha de la viga cuando se descimbra, es decir, a los 28 dias del hormigonado.

b) La flecha de la viga a los tres meses, en el instante inmediatamente anterior a la
actuacion de la carga permanente.

c) La flecha instantanea que produce la carga permanente.

d) La flecha de la viga al cabo de un afio.
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Las propiedades de la seccién bruta son: 1= 1.79x10"° mm*, A,= 4.66x10° mm?,
Yeg= 275.5 mm. Otras propiedades mecanicas son A= 12864 mm?, A’= 3417 mm?
n=EJ/E.= 7.34. El valor de la resistencia a flexotraccion del hormigon es de fq= 3.16
N/mm? y, por tanto, el momento nominal de fisuracion es de M=140 kN-m. Nada mas
descimbrar la viga ésta se ve sometida a su peso propio, cuyo momento maximo es:

_q-L* 2500-9.81.0.466-16°

MPP - 8 8

=365717 N-m =366 kN-m

El momento nominal de fisuracion es menor que el momento méaximo, por lo que
habra zonas de la viga que estén fisuradas. Para calcular el momento de inercia equivalente
hay que aplicar la ecuacién 10.5, siendo necesario determinar el momento de inercia de la
seccion fisurada. Planteando equilibrio de axiles en la seccion se obtiene la profundidad de
la fibra neutra (x) y, a partir de ella, el momento de inercia de la seccion fisurada en flexion
simple.

Si se admite la hip6tesis de distribucion lineal de tensiones en el hormigén y en el
acero, la ecuacion de equilibrio de axiles (con axil nulo) es equivalente a la ecuacion del
momento estético, ver figura 10.8, siendo posible obtener la profundidad de la fibra neutra
de cualquiera de ambas ecuaciones. Se observa que sacando factor comun la curvatura de la
ecuacion del equilibrio de axiles y dividiendo por E. ambas ecuaciones son idénticas.

De cualquiera de las ecuaciones de la figura 10.8 se obtiene x=211 mm, valor que
es menor de 220 mm, siendo valida la hip6tesis de que la fibra neutra no baja de la cabeza de
la viga. Para este valor de x se calcula I 1=1.28x10" mm*. Aplicando la ecuacién 10.5 se
obtiene el valor del momento de inercia equivalente 1,=1.30x10"° mm®.

De Resistencia de Materiales se sabe que la deformacién méaxima de una viga
simplemente apoyada sometida a una carga uniforme es:

Vma)( = —5 .qpp ‘ L4
384 -E,, -

e

=28 mm

en la ecuacion anterior se ha introducido el médulo instantdneo de deformacién longitudinal
secante del hormigon a los 28 dias.

La flecha a los tres meses, en el instante inmediatamente anterior a la colocacion de
la carga permanente, es:
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A =A-A =2-28.0=0.19-28 =5 mm

Agpeses = A +A, =28+5=33 mm

, _ £(90)-&(28) _ 1-0.7
1+50p"  1+50-1.15x107?

, AL 3417

~ b,-d 440-513

=0.19

=1.15x107?

P

Para determinar la flecha instantanea que produce la carga permanente, colocada a
los tres meses, hay que calcular la flecha instantanea suma del peso propio y de la carga
permanente, y luego restar la flecha instantanea debida al peso propio (28 mm). Se calcula
asi el incremento de flecha instantanea provocado por la carga permanente. Obsérvese que
al depender el momento de inercia equivalente del momento flector el problema es no lineal,
siendo necesario operar siguiendo el proceso indicado.

5.1

M =366 KN-m + =526 KkN-m

pp+cp

Para este valor del momento flector el valor del momento de inercia equivalente es
1,=1.29x10" mm*. Aplicando nociones de Resistencia de Materiales se puede obtener la
deformacién méxima en una viga simplemente apoyada sometida a una carga uniforme:

5'(qpp -’-qcp)'l-4

Vi = 5 =36 mm
384-1.09-E,, -1.29x10

en la expresion anterior se ha introducido el modulo instantdneo de deformacion
longitudinal secante del hormigoén a los 3 meses, que segun el articulo 39.6 de la EHE puede
suponerse igual a 1.09-Es.

Cuando actiia la carga permanente la viga experimenta una flecha maxima de
33+(36-28)=41mm.
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1200 mm |
|
70 mm ()
A X
513 mm
E— I s
Deformaciones Tensiones
- E— Ec-¢-X
70 mm
X Es-¢-(x-70)
513 mm
Es-¢-(513-x)

Momento estatico

2
1200)‘7 ~3417 -(x —70)+3417-7.34-(x — 70)-12864 - 7.34 - (513 - x) =0

Equilibrio de axiles
E, .¢-x.%.1200—3417-55 -¢-(x —70)+3417 £, -¢-(x - 70)-
-12864-£, -¢-(513-x)=0

Figura 10.8. Equivalencia entre momento estatico y equilibrio de axiles
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Al cabo de un afio habré una flecha diferida, que sera distinta para cada una de las

cargas:

para el peso propio:

. £(lano)—-<&(dmes) 1.4-0.7

- = —=0.44
1+50p 1+50-1.15%10
para la carga permanente:
P £(1lano) — £(3meses) _ 14-1 _-0.25
1+50p' 1+50-1.15x10

La flecha total al afio serd 28+0.44-28+8+0.25-8= 50 mm. La evolucion de la
flecha se representa en la figura 10.9.

50 |
a0 b
30 |
20 L

10
. meses

12 4 10 12

Figura 10.9. Evolucidn en el tiempo de la flecha maxima de la viga

La flecha en un afio equivale a L/320, admisible como flecha total.

10.5. ESTADO LIMITE DE FISURACION

Las fisuras aparecen de forma inevitable en las zonas traccionadas de elementos
estructurales de hormigén. Estas fisuras deben de ser suficientemente finas como para no
provocar la corrosion del acero ni resultar estéticamente inadmisibles.

Todas las vigas de hormigdn armado estan fisuradas, inicialmente por retraccion y
después por la flexion. La fisuracion de flexion en hormigén armado es consecuencia de que
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el acero traccionado a f, (tension maxima) experimentara una deformacion que el hormigon
no puede desarrollar en traccion.

La anchura de fisura aceptada dependerd del ambiente donde esté situada la
estructura. La EHE (artic. 49) propone la siguiente tabla para limitar la abertura maxima de
fisura:

Tabla 10.5. Valores maximos de abertura de fisura

Clase de exposicion i Winix (M) i

Hormigén armado  Hormigén pretensado
| 0.4 0.2
lla, llb, H 0.3 0.2!
I, b, IV, F 0.2 Descompresién
Illc, Qa, Qb, Qc 0.1

1 Adicionalemente debera comprobarse que las armaduras activas se encuentran en la zona
comprimida de la seccion, bajo la combinacion de acciones cuasipermanentes.

Las principales variables que afectan a la abertura de fisura son:

- Tensidn en el acero. Tal y como se acaba de ver, esta variable afectara directamente.

- La adherencia hormigén-acero, que influira tanto en la abertura de fisura como en la
homogeneidad en el reparto de las fisuras.

- El recubrimiento y el didmetro de la barra. Para controlar la fisuracion es preferible
disponer mayor nimero de barras de menor didmetro ,que menos barras y de mayor
didmetro.

Si se desprecia la deformacién del hormigdn en traccién la anchura de grieta dependera
exclusivamente del alargamiento del acero, siendo la abertura de la grieta la deformacion del
acero por la separacion entre dos grietas (figura 10.10).
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w —>ll<—
| Sm | W =Sm" &sm
<>

/\4? Tensiones en el acero

S

Tensiones en el hormigén
a nivel del acero

Figura 10.10. Abertura de fisura y separacion entre fisuras. Tensiones de traccién
en acero y hormigén

Para el célculo de la abertura caracteristica de fisura, la EHE propone la siguiente
expresion:
W, =[S, € (10.6)
donde:
B Es el coeficiente que relaciona la abertura media de fisura con el valor
caracteristico y cuyo valor es 1.3 para fisuracion producida sélo por

acciones indirectas y 1.7 para el resto de los casos.

Sm Separacion media de fisuras, expresada en mm.

S, =2c+0.2s + o.4klw

Em Alargamiento medio de las armaduras, teniendo en cuenta la colaboracion
del hormigon entre fisuras. Como se aprecia en el diagrama de tensiones
en el acero de la figura 10.10 el alargamiento medio del acero es
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ligeramente menor de oi/Es. La EHE propone determinar el alargamiento
medio a partir de la expresion:

Recubrimiento de hormigon.

Distancia entre barras longitudinales. Si s>15@ se tomara s=15 @.

En caso de vigas armadas con n barras, se tomara s=b/n siendo b el ancho
de la viga.

Coeficiente que representa la influencia del diagrama de tracciones en la
seccidn, de valor

_&té

k
' 8¢,

donde & y & son las deformaciones maxima y minima respectivamente
en la seccién fisurada, en los limites de la zona traccionada (ver figura
10.11).

€2 £2=€1

€2=0

€1 €1 €1

Figura 10.11. Flexion simple k;=0.125. Traccion compuesta 0.125<k;<0.250.
Traccion simple k;=0.250.

@

Ac,eficaz

Diametro de la barra traccionada mas gruesa o didmetro equivalente en el
caso de grupo de barras.

Area de hormigén de la zona de recubrimiento en donde las barras a
traccion influyen de forma efectiva en la abertura de las fisuras. Se define
como la zona rectangular limitada a no mas de 7.59 al lado de cada barra,
sin superar la mitad del canto en vigas de canto, ni la cuarta parte en vigas
planas o losas. (Ver figuras 49.2.5 de la EHE).

Seccion total de las armaduras situadas en el area A gficaz-
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Os Tension de servicio de la armadura pasiva en la hip6tesis de seccion
fisurada.

Es Médulo de deformacion longitudinal del acero.

ks coeficiente de valor 1.0 para los casos de carga instantanea no repetida y
0.5 para los restantes casos.

Oyr Tension de la armadura en la seccion fisurada en el instante en que se

fisura el hormigoén, lo cual supone que ocurre cuando la tension de
traccion en la fibra més traccionada de hormigdn alcanza el valor fe .

Para secciones pretensadas con armadura activa adherente y armadura pasiva el
calculo de la abertura de fisura se realiza como si se tratase de una seccién de hormigén
armado teniendo en cuenta la accién del pretensado como una accion exterior y la armadura
pasiva existente en la seccidn.

Como se ha comentado en capitulos anteriores, en el caso de fisuracién provocada
por esfuerzo cortante y por torsion, la EHE establece unas limitaciones para la separacion
entre estribos que de cumplirse se puede suponer que la fisuracion esta controlada.

Ejemplo

Supongamos que en el ejemplo anterior la viga esta situada en un ambiente Illa.
Para comprobar el ELS de fisuracidon hay que calcular la abertura caracteristica de fisura
(ecuacién 10.6) y comprobar que no es superior a la abertura maxima admisible (W), que
en el caso de un ambiente Illa en hormigén armado es w,,,=0.2 mm.

En la figura 10.12 aparece un detalle de una de las almas de la viga, del que se
pueden extraer los siguientes valores:
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| 17016
R e e
CLE "3 " [T7) Joezm
, v
T~ T 750 O o
.\ ! 0.46 m
° o 2
96 mm \
\ e>e) ! e o
° ° so32 X\ e A
h/2=340 mm - L —
° e < | ks ks «——s]<s|<>|
263 mm
020 022 036 022 0.20
() (

Figura 10.12. Seccion transversal y detalle del alma

c=45mm
S =46 mm < 15¢
k, =0.125
¢ =32mm

Ac,eficaz = g 220 =74800 mm2

sm=2c+ozs+a4méf2%£=118mm

Una vez calculada la separacion media entre fisuras se puede determinar el
alargamiento medio entre fisuras. De la figura 10.12 se deduce que h=680 mm y d=513 mm,
el valor medio de la resistencia a traccion del hormigén es fyn=2.56 N/mm?y el valor de
Mgis Se puede despejar de la ecuacién de la tension:

2.56 = s '(hl—ycdg) _ M, (680-2755)

= —M,, =113 kN -m
1.79x10
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Los valores de o,y de o; asi como el valor de &, , para k,=0.5, son:
113x10° - (d -211)
Ssr = I
f

. _526x10°-(d -211)

-n=19.57N/mm?

n=91.09 N/mm?

2
= E_ 1— kz(“sr ) =4.45x107* > 0.4% =1.8x10"*

S

Con los datos anteriores se puede determinar la abertura de fisura a partir de la
ecuacion 10.6, cuyo valor es w,=0.1 mm, menor de 0.2 mm.

10.6. ESTADO LIMITE DE VIBRACIONES

Las vibraciones y movimentos ritmicos debidos al movimiento de las personas o al
trafico, maquinaria, viento u oleaje, etc. pueden afectar al comportamiento en servicio de
las estructuras. Para evitar tales vibraciones habra que proyectar las estructuras de forma que
sus frecuencias naturales de vibracién estén suficientemente alejadas de las frecuencias de
las acciones. Las recomendaciones que a este respecto hace la EHE se recigen en la tabla
10.6.

Tabla 10.6. Frecuencias naturales recomendadas

Estructura Frecuencia natural (Hz)

Gimnasios o palacios de deporte >8.0

Salas de fiesta 0 conciertos sin asientos >7.0

Salas de fiesta o conciertos con asientos >34

Pasarelas peatonales Quedara fuera de los
intervalos

(1.6-2.4) y (3.5-4.5)
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Ejercicios propuestos

1. Calcular w, para el segundo ejemplo del apartado 10.3, que corresponde a la viga
de la figura 10.4. El célculo de la abertura caracteristica de fisura se realizara sin
considerar la existencia de la armadura pasiva.

2. Rehacer el ejercicio anterior considerando la armadura pasiva que se indica en el
enunciado del ejemplo.

Referencias:

Codigo modelo CEB-FIP 1990 para hormigon estructural. Colegio de Ingenieros de
Caminos, Canales y Puertos. Grupo Espafiol del Hormigén y Asociacién Técnica Espafiola
del Pretensado.

Collins M.P., Mitchell D., (1991). Prestressed Concrete Structures. Prentice Hall, Nueva
Jersey.

Hurst M.K. (1998). Prestressed Concrete Design. E & FN Spon. Nueva York.
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CAPITULO XI

DISENO DE ELEMENTOS

Pilas de puente. N-340. Almeria. Espafia.
Cortesia de Constructora Hormigones Martinez S.A.
www.chm. es

11.1. INTRODUCCION

El primer problema que se plantea a la hora de resolver una estructura, con
luces y cargas determinadas, es determinar el tipo de seccién mas adecuada y qué tipo
de armadura hay que emplear. Ademas, es necesario saber cuando usar pretensado y
cuales deben de ser el valor de la fuerza de tesado y el trazado del cable.
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En hormigén armado el nimero de parametros de disefio es menor que en
hormigén pretensado y, en general, la eleccion de los elementos es mas simple.

Para vigas rectangulares de hormigon armado y, en general, para elementos de
seccion rectangular sometidos a flexion simple resulta muy Util el concepto de momento
limite (86.7, maximo momento en flexion simple que puede resistir una viga sin
armadura de compresién y con mejor aprovechamiento del acero). En base al momento
limite se pueden dimensionar el canto y ancho de estos elementos.

En otro tipo de secciones sometidas a flexion simple, como son las vigasen Ty
los forjados reticulares, la limitacién principal en el dimensionamiento es la cantidad de
armadura traccionada que desde el punto de vista constructivo es posible colocar..

En pilares es comdn disponer el area necesaria para resistir todo el axil
centrado contando exclusivamente con la resistencia de hormigdn, reservando asi la
flexion a la armadura.

Una vez elegida una primera seccién habra que comprobar todos los estados
limite y modificarla si es necesario.

Como ya se ha comentado, en hormigén pretensado el disefio de elementos
suele ser mas complejo que en hormigén armado debido al mayor nimero de variables
que intervienen en el proceso.
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Ejemplo

Determinar las dimensiones de la seccién transversal —canto y ancho- de una

viga continua de 4 vanos de 13 m de luz cada uno, para una carga de disefio continua
de 4 kN/m incluido peso propio. El hormigdn es del tipo HA-25 y el acero B-500-S.

Diagrama de momentos

/ flectores

| 13m ‘ 13m ‘ 13m ‘ 13m |

Figura 11.1. Viga continua de 4 vanos

Los momentos flectores determinados a partir de un analisis lineal a 0.4, 0.5,
1.0y 1.5 de la luz (siendo la luz de 13 metros) son:

Tabla 11.1. Momentos de la viga continua
Momento  Valor

Mo. 0.0771.q.L?
Mos 0.0714.q:.L2
M, -0.1071-q-L2
My s 0.0357-q:L?

Aprovechando la redistribucion plastica se decide bajar el momento maximo
negativo en un 10%. Asi pues el madximo momento de disefio sera:

Mg =- 0.9:0.1071-4-13% = - 65 kN-m.
En vigas de hormigén armado el criterio Optimo es trabajar en el plano de

rotura n°4 (86.6) puesto que en este plano de deformacién el hormigén y acero estan
aprovechados al méximo. Ademés el Teorema de Armado a Flexion (§6.7.2) nos
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garantiza que dicho plano es un plano de armadura minima. Este plano de rotura
corresponde a la profundidad de la fibra neutra Xjp,.

. . 00035.d ..
™ . +0.0035

Suponiendo que no existe armadura de compresion, el momento que resiste la
seccidn en el plano n° 4 (x= X;,) €s:

M,, =0.85-f, -0.8 %, -b-(d-0.4-%,,)=527-b-d?

lim

Igualando el momento limite al momento maximo de disefio (65 kN-m) se
obtiene la relacién que tienen que verificar b y d. Esta relacion se ha representado
gréaficamente en la figura 11.2.

500 d (mm)

400

300

200

100

200 250 300 350 400 450 b (mm)

Figura 11.2. Relacidn canto-ancho

Siguiendo este criterio iniciamos el dimensionamiento de la viga con una
seccidn transversal de 20x35 cm, donde se ha adoptado 5 cm como la diferencia entre
canto total (h) y canto dltil (d).

11.2. EL PROCESO DE DISENO

Como se ha comentado en la introduccién de este capitulo, el proceso de
disefio en hormigoén pretensado es mas complejo, debido al mayor nimero de variables
que intervienen: tipo de seccion, dimensiones, tipo de pretensado, valor de la fuerza de
pretensado, trazado del cable, tipo de materiales, etc. El disefio del elemento estructural
tiene que garantizar que, tanto los limites de tensién como los limites de deformacion no
son superados.

Tipo de seccion

El primer paso es optar por un tipo u otro de seccién. La figura 11.3 - adaptada
de Collins (1991) - puede resultar til para elegir el tipo de seccién méas adecuado. En
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esta figura se indica el tipo de seccion aconsejado para vigas simplemente apoyadas en
funcién de la carga soportada y de la luz libre.

2
kN/m
A Cables Y 1860 S7 @13
| 1.2m D - cable posteso existente
14 en el centro de luz
I; 200 mm S — cable preteso
3.0m
12 |— dessa7s R — 24m Hormigén HP-35
800 mm
10 [— de 10D a 20D 900 mm
de 10D a 18D
8 —
3.0m
6 L
1200 mm
4 de 55 a 8S
de 2S a 6D
a4 12m de 14D a 24D
2 f—+—*" I 300 mm
T 300 mm
0 I I I I I I L,
5 10 15 20 25 30 35 luz (m)

Figura 11.3. Distintos tipos de secciones en funcién de la luz y de la carga

Una vez elegido el tipo de seccion es usual seleccionar el canto de la seccion a
partir de relaciones luz/canto como las indicadas en la tabla 11.2.
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Tabla 11.2. Relaciones luz/canto mas usuales para vigas pretensadas
simplemente apoyadas

Tipo de Sobrecarga (kN/m?) Relacion luz/canto
elemento
< carga permanente 40
2.4 40-50
4.8 32-42
2.4 20-30
4.8 18-28
24 23-32
4.8 19-24
< carga permanente 20
< carga permanente 30
Vigas de carretera 18

Ademas de la informacidn obtenida a partir de la figura 11.3 y de la tabla 11.2
es frecuente recurrir a catdlogos de empresas de prefabricados en los que se especifica el
tipo de perfil y el rango de aplicacion. En general, entre perfiles de distintas empresas
s6lo existen pequefias variaciones. Estos catdlogos y manuales resultan elementos muy
Gtiles para la eleccidn del tipo de seccién.

Limites de tension

La estructura pretensada pasa por diversas fases criticas a lo largo de su vida
que es preciso comprobar. El limite de tensién se clasifica como ELS, siendo
obligatorio verificar los limites de tension en las distintas situaciones de proyecto. Las
situaciones mas criticas suelen ser:

- El instante de transferir la fuerza de tesado al hormigén 6 instante inicial.
En este estado la fuerza de tesado es méxima, puesto que las pérdidas
diferidas aln no se han producido, y el hormigén es joven por lo que tiene
una resistencia minima. En esta fase, el momento exterior es minimo y
debido exclusivamente al peso propio.
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- A largo plazo se considera la actuacion de las combinaciones cuasi-
permanente y rara. Para estas combinaciones la fuerza de pretensado sera
minima puesto que ya se han producido todas las pérdidas. En esta etapa la
resistencia del hormigon es méxima y las acciones exteriores son maximas
también.

En las dos situaciones criticas descritas anteriormente, el condicionante mas
importante suele ser la resistencia a traccion del hormigén. La fibra méas traccionada es
la fibra superior a corto plazo y la fibra inferior a largo plazo (ver figura 11.4).

Diferenciando a corto y a largo plazo aparecen las siguientes inecuaciones,
relativas a las limitaciones de traccion (ver estados de tensiones en la figura 11.4):

M, aPo_aPO-e>_f,
Z Az, °
. -e
_ max + ﬂ 0 + ﬂ 0 2 _fct
Zinf A Zinf
donde:
Mmin momento flector minimo —que se presenta a corto plazo-
Minax momento flector maximo —que se presenta a largo plazo-
Zswp Y Zint modulos resistentes de la seccion referidos a la fibra superior e
inferior, respectivamente.
aPoy BPo valores de la fuerza de pretensado a corto y a largo plazo (siendo a y
los coeficientes de pérdida a corto y a largo plazo)
et resistencia del hormigén a traccion a corto plazo
fet resistencia del hormigén a traccion a largo plazo
!
; Kf,ct
|
__________ |
/ i
!
c.d.g.

i
!
|
'f' AN Z fet
i
i

Estado de Estado de
tensiones tensiones
a corto plazo a largo plazo

Figura 11.4. Estado de tensiones a corto y largo plazo.
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Generalmente, lo mas restrictivo en vigas simplemente apoyadas suele ser la
limitacion de tension en la fibra inferior a largo plazo para la seccion situada en el
centro de luz. Desde el punto de vista econdmico, lo més interesante es disponer la
méaxima excentricidad permitida en la seccidn en cuestion (ver limitaciones geométricas
en 86.9) y determinar la fuerza de pretensado a partir de la segunda de las ecuaciones
11.1.

Alternativamente, para un valor determinado de la fuerza de pretensado P, se
puede establecer una zona de cableado despejando de las inecuaciones 11.1 (ver figura
11.5).

Zona de

cableado \

e < Zsup +Mmin +Zsup 'fc,t
A a Py

e Z_Zinf i Mnax —Fo  Zint
A B

Figura 11.5. Zona de cableado.

Para ELS es frecuente recurrir al estado de descompresion, obligando a que
fu=F4=0.

En vigas simplemente apoyadas con pretensado lineal puede darse el caso de
que los extremos estén sometidos a un momento de pretensado excesivo y a un
momento exterior muy pequefio. Con objeto de controlar la fisuracion en esta situacion
se coloca armadura pasiva. Ademas, se puede optar por una de estas dos soluciones
(figura 11.6a):

- Eliminar la adherencia hormigén-armadura de parte de la armadura activa
en los primeros y dltimos metros de la viga (figura 11.6a), reduciendo de
este modo el valor de la fuerza de pretensado, o bien

- Reducir la excentricidad del pretensado para que produzca menor
momento de pretensado (ver figura 11.6b).
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a. Entubado parcial b. Reduccion de excentricidad

Figura 11.6. Formas de reducir la tension en los extremos

Limites a la deflexion

En vigas, el pretensado tiende a producir una contraflecha mientras que las
cargas permanentes y las sobrecargas tienden a producir una flecha en sentido contrario.
Una practica muy extendida es de introducir un pretensado que equilibre la flecha
generada por la combinacion cuasi-permanente de cargas, lo que se consigue ajustando
apropiadamente la fuerza de pretensado y la excentricidad. Como consecuencia de esta
compensacion, para la combinacién cuasi-permanente, se produce una tension uniforme
de compresién en toda la seccién.

A veces el criterio de compensar las cargas cuasi-permanentes puede llevar a
unas contra-flechas excesivas en el instante de transferir la fuerza de pretensado siendo
necesario establecer otros criterios.

Las contraflechas producidas por un pretensado lineal y por un pretensado
parabdlico se especifican en la figura 11.7.

— 1P.e-12
e PR
i L :
: : 2
£ a-sped
48 E-1

Figura 11.7. Contra-flechas proporcionadas por el pretensado
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Calculo en rotura

El célculo en rotura de una seccion se realiza tal y como se comentd en el
capitulo VI. Para el caso de flexion simple una forma de verificar la condicion de rotura
es la de realizar equilibrio de momentos en el punto de aplicacion de la resultante de
compresiones. Aproximando el brazo mecanico z por 0.9-d , queda:

My <0.9-d-(0.9-A -f  +A -f,)

Es usual, en vigas postesas y en trazados con un punto bajo en el centro, que
las secciones criticas correspondan a las situadas a 0.4L - en vez de a 0.5L-.

11.3. SECCIONES COMPUESTAS

Gran parte de las construcciones en las que se usan técnicas de pretensado,
como los tableros de puentes, estdn constituidos por composicién de elementos
pretensados junto a una losa de hormigdn colocado in situ. En estos casos las vigas
pretensadas se disefian para resistir su peso propio mas el peso del hormigdn que se
debe colocar in situ. Este hormigdn in situ se coloca fresco y no tiene ninguna
capacidad resistente hasta que endurece. La seccién compuesta trabaja como tal cuando
endurece el hormigon in situ, o sea, para el resto de cargas permanentes y para las
sobrecargas. Un ejemplo tipico de este tipo de construccion son los puentes de vigas
pretensadas.

En elementos compuestos es necesario diferenciar entre los diferentes tipos de
situaciones por las que éste pasa.

Situacion inicial (al transferir la fuerza de pretensado)

Esta situacion inicial es la misma para todos los elementos pretensados: valor
maximo de la fuerza de pretensado, valor minimo de la resistencia del hormigon y la

Unica accion exterior es la debida al peso propio.

La tensién en la fibra superior de la seccidn transversal es:

P M P, -
o _oF M, @l -8
A Z z

V,sup V,sup

y en la fibra inferior:

aPy My  aPy e,
A\/ Zv,inf Zv,inf

Opjinf =
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donde A, es el é&rea neta de la viga, My es el momento del peso propio, a es el
coeficiente de pérdidas a corto plazo de la fuerza de pretensado, e, es la excentricidad
de la fuerza de pretensado en la viga, Y Zysyp ¥ Zyinr SON los médulos resistentes de la
seccidn referidos a la fibra superior y a la fibra inferior, respectivamente. Ver figura
11.8.

OO,sup

P
P
P
P
i
| Yv,sup
i
i
i
i
i
i
i
i

i
€y !
: Yv,int
i
|

--------------------------- Oo,in

Figura 11.8. Situacion inicial

Los valores de op.int Y gosup deben de cumplir las limitaciones correspondientes
al hormigon, teniendo en cuenta la edad de éste.

Colocacion del hormigén in situ

Generalmente la viga pretensada sirve de cimbra para la losa de hormigén
aunque esto no siempre es asi. A veces se colocan cimbras para colaborar en la
resistencia en esta situacién. Cuando se coloca la losa de hormigén la situacion es la
siguiente: el hormigon de las vigas tendra una resistencia mayor que la que tenia en la
situacion inicial, la fuerza de pretensado tendra mayores pérdidas estando su valor
comprendido entre aPy y P, (valores a corto y largo plazo) y la accion exterior se
habra incrementado debido al peso propio de la losa. Como simplificacion se suele
emplear el valor a largo plazo de la fuerza de pretensado (8Po). En esta situacion las
tensiones maximas y minimas son:
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Orsup = 'BA\F/)O + ZMl - 'BZPO &

V,sup V,sup
o :ﬂpo_ M, +ﬂP0-eV
1inf Z Z

A/ v,inf v,inf

donde el subindice 1 indica que corresponde al estado de colocacion del hormigén in
situ.

El nuevo estado de tensiones se puede ver en la figura 11.9

Hormigéh fresco

00.sup

Yv,sup

yv,inf

kil ——  Oojinf _

Figura 11.9 Estado de tensiones al colocar el hormigon in situ

Situacién Final

La seccidn compuesta quedara operativa una vez que el hormigén colocado in
situ endurezca. Las cargas aplicadas a partir de este momento seran resistidas
conjuntamente por la viga y la losa. Sin embargo, las tensiones a las que estaba
sometida la viga aislada — etapa anterior- seguiran estando presentes y por ello siempre
existird una discontinuidad de tensiones entre ambos hormigones.

Ademas de lo anteriormente comentado, las secciones compuestas estan
sometidas a una redistribucion de tensiones debido a la fluencia y a la retraccion.

En las secciones compuestas, una vez que el hormigon ha endurecido, la
discontinuidad de deformaciones en la interfase permanece constante a lo largo de la
vida del elemento. En la fase de colocacion del hormigén in situ se han producido unas
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deformaciones iniciales en el hormigon, & (ver figura 11.10). Cuando el hormigon de la
losa ha endurecido y se carga la seccion compuesta se producen deformaciones
adicionales en el hormigon, de. (ver figura 11.10). Como hip6tesis de trabajo se supone
que ambas deformaciones son lineales y las deformaciones totales en el hormigon se
obtienen sumando ambas:

&, =&, +Ag,

Hormigon endurecido

i

i

;

: + _

:

;

5

:

;

:

i

.

: L\

;

. & ) Ag. €
pefqrmamones Deformaciones Deformaciones
|n|(:|a|e§ enel adicionales en el totales en el

hormigon hormigon hormigon

Figura 11.10. Estado de deformaciones

Para el disefio se suele recurrir a una simplificacion en relacion al
razonamiento anterior que consiste en suponer que el estado de tensiones que aparece
cuando se coloca el hormigén fresco no cambia, siendo resistidas el resto de cargas
permanentes y las sobrecargas adicionales por la seccién compuesta. La distribucion de
tensiones final es la suma de estos dos estados (figura 11.11).
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Hormigén endurecido

:

;

:

......... e e

:

:

] —

; + =

:

:

;

;

;

°

:

i Oci A_GC Oc
Tensiones Tensiones Tensiones

iniciales en el adicionales en totales en el

hormigon el hormiadn hormigon

Figura 11.11. Estado de tensiones
Resistencia a rasante

En las secciones compuestas, la existencia de tensiones horizontales de
cortante en la interfase entre el hormigén de la viga y el de la losa juega un papel muy
importante. Para resistir este cortante suele ser necesario disponer de conectadores en
las vigas. Estos conectadores suelen formarse con la misma armadura de cortante que se
alarga hasta introducirla en la losa. La EHE (artic. 44.2.3.5) propone el uso de métodos
plasticos para dimensionar la armadura necesaria aunque también se pueden emplear
criterios elasticos.
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Ejemplo

Consideremos la viga biapoyada de la figura 11.12 que salva 15 m de luz. Esta
viga pertenece a una estructura de un aparcamiento, lo que supone una sobrecarga de 4
kN/m?. Ademas, la carga permanente se compone del peso propio més 1 cm de espesor
de aglomerado. EI hormigén que se va a emplear es del tipo HP-35, que al destesar en
bancada presenta una resistencia a corto plazo de 25 N/mm?. Se pretende resolver con
una seccién en II, como la que aparece en la figura 11.12, con armadura activa del tipo
Y-1860-S7 de @13. En bancada la armadura activa se tesara hasta 0.75 .

2500 mm

;’t’r * ’ i
50 mm - Ir ............................................................. :...4.
- 15m b
1250 mm 850 mm

Figura 11.12. Vigaen I1

Eleccion del canto

El primer paso es la eleccion del canto, segln la tabla 11.2, se puede ir a una
relacion de 18, lo que supone un canto de 0.83. Optamos por un canto de 850 mm.

2500 mm

74 4

1 [

i T
—+

50 mm

200 mm 850 mm

100 mm
Il, 1250 mm IV

Figura 11.13. Caracteristicas geométricas de la seccion transversal

A la seccion transversal de la figura 11.13 le corresponden las siguientes
propiedades mecanicas -asociadas a su seccién bruta-:

Area 365000 mm?

I 2.426x10" mm*
Yedg 275 mm

Zsup 8.813%10" mm®
Zint 4.220x10" mm®
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Las cargas de servicio (no mayoradas) que actGan sobre la viga son dos cargas
permanentes y una sobrecarga, cuyos valores son:

gpp= (carga del peso propio) = 2500-0.365-9.81/1000 = 8.95 kN/m
Ofaglomerado = 0.01:2300:9.81/1000-2.5 = 0.56 kN/m
Osc= (sobrecarga) = 4.2.5 = 10.00 kN/m

Eleccion del pretensado

Tal y como se ha comentado en el apartado 11.2, lo méas restrictivo en vigas
biapoyadas suele ser la limitacién de tension en la fibra inferior en el centro de luz a
largo plazo. Por este motivo se dispondra la maxima excentricidad permitida.

El momento maximo en el centro de luz es:

2
=(8.95+0.56 +10)% =548.72 kN -m

2
Ivlmélx :qL
8

2
Moaeq = [1.35-(8.95+0.56)+ 1.5-10]% =782.96 kN-m

Las resistencias del hormigén a compresion y a traccion, en bancada al destesar
y a largo plazo, son:

- Alargoplazo  fy = 35 N/mm? fo=0.21fy 2® = 2.24 N/mm?
-Enbancada ¢ = 25 N/mm? o = 0.21-F 4 % = 1.80 N/mm?
Los coeficientes de pérdidas a corto y largo plazo de la fuerza de pretensado,

en vigas pretesas, se pueden tomar de la siguiente tabla:

Tabla 11.3. Valores aproximados de las pérdidas de la fuerza de pretensado

Acero Y-1860 Valor de Py Pérdidas a corto plazo (%) Peérdidas a largo plazo (%)
Relajacion normal 0.70 fosx 10 28
Baja relajacion 0.75 finax 8 22

La limitacién de tension a largo plazo en la fibra inferior viene dada por la
expresion:

_548.7x10° P, . B-Py-e

>-2.24
4.220x10" 365000 4.220x10’
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Figura 11.14. Recubrimiento mecanico
Teniendo en cuenta que P,=0.72:0.75:1860-A, Y que e=h-Y4-rm, de la formula
anterior se obtiene que:

e =500 mm
A, 27345 mm? que se consigue con 8 cordones Y-1860-S7 de 13 mm.

I s el recubrimiento mecanico, figura 11.14.

Rotura

Para la verificacion en rotura, d = 850-75.5 = 775 mm, se puede recurrir a la
aproximacion comentada en el apartado 11.2:

782.96 x10°
P~ 0.9.775-0.9-1860/1.15

M, <0.9-d-(0.9-A -f,) = =771 mm’

que se satisface con los 8 cordones (792 mm?).

Limitacion de tensién a corto plazo

A corto plazo el momento en el centro de luz es My, = 8.95-15%/8 = 251.7
kN-m. La limitacién de tension en la fibra superior corresponde a la siguiente expresiéon:

251.7x10° @B, _ a-P-500

>-1.8
8.813x10° 365000 8.813x10’

de la que se deduce que: A, <1264 mm?, que obviamente se verifica.
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Eleccion del trazado

Hasta ahora se ha fijado la excentricidad en el centro. Si este valor de la
excentricidad se continuara hasta los extremos en éstos apareceria un momento de
pretensado negativo y un momento del peso propio muy pequefio. Esto puede llevar a
que las fibras superiores agrieten por tracciéon. En esta viga se opta por un trazado
poligonal con objeto de logar una tensién nula.

La longitud de transmisién — calculada a partir del articulo 67.4 de la EHE- es
de 707 mms~ 700 mm, y el momento minimo a 700 mm del apoyo debido
exclusivamente al peso propio es My, = 45.28 kN-m. El limite de tensi6n viene dado
por:

45,28 x10° N 0.9-0.75-1860-792 0.9-0.75-1860-792-e 50
8.813x10’ 365000 8.813x10’ -

de donde se deduce que e <287 mm.

Figura 11.15. Eleccion del trazado
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Estudio de tensiones

La ultima parte del problema de disefio consiste en el estudio de las tensiones
existentes a 700 mm del apoyo, a 0.4L y a 0.5L, tanto para la condicién inicial como
para la condicién final. Para ello se han empleado las propiedades brutas de la seccion y
se ha supuesto que la fuerza de pretensado concentrada en un punto. Las tensiones, en
MPa, se resumen en la tabla inferior.

a 700 mm a04L al05L
Minin Minax Mnin Minax Minin Minax
44,80 KN-m | 97.67 kN-m | 241.69 kN-m | 526.88 kN-m | 251.76 KN-m | 548.8 kN-m
Cond. Fibrasup.| -0,0056 | 0,5043 | 0,3555 | 35016 | -0,0605 | 3,3104
MO aint | 84252 | 71724 | 756710 | 09129 | 85398 | 1,5002
cond. Fibrasup| 0,0072 | 06971 | 08329 | 40690 | 05230 | 3,8939
e raint | 65278 | 52751 | 49013 | -1.7667 | 56386 | -14010

Se puede observar que en la seccion situada a 0.4L, las tensiones a largo plazo
en las fibras superior e inferior -para el momento maximo- son mayores que para la
seccion a 0.5L
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Ejercicios propuestos

1. Para el segundo ejemplo de este capitulo, correspondiente a la figura 11.12,
resolver el problema mediante un trazado horizontal.

Nota: serd necesario eliminar parte de los cordones mediante la colocacién de
un entubado que impida la adherencia. Se disminuye asi la fuerza de
pretensado manteniendo la excentricidad.

2. En el mismo ejemplo estudiar el Estado Ultimo de agotamiento a flexion.

3. Enel mismo ejemplo obtener las deformaciones a corto y largo plazo.
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CAPITULO XII

ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS

Los Vilos-La Serena (Chile).
Cortesia de SACYR S.A. www.gruposyv.com

12.1. INTRODUCCION

Calcular una estructura hiperestatica resulta mas complicado que calcular una
estructura isostatica. En éstas Gltimas basta con plantear las ecuaciones de equilibrio
para obtener los diagramas de esfuerzos (axiles, cortantes, momentos flectores y
torsores). Sin embargo, la estructura hiperestatica requiere ademas el planteamiento de
las ecuaciones de compatibilidad y de las ecuaciones de comportamiento del material.
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De ahi que en el célculo de estructuras hiperestaticas influyan las rigideces de los
elementos y, por ende, las deformaciones que estos experimentan.

En capitulos anteriores se han tratado ampliamente estructuras isostaticas, tales
como vigas simplemente apoyadas. Sin embargo, en las estructuras hiperestaticas
aparecen dos fendmenos propios de este tipo de estructuras que es necesario considerar:

1. Laredistribucion de esfuerzos
2. Laaparicion de momentos secundarios

12.2. REDISTRIBUCION DE ESFUERZOS

En la figura 12.1 se han representado una viga simplemente apoyada
(isostatica) y una viga continua de dos vanos (hiperestatica). La seccidn transversal de
ambas vigas es constante y tiene el mismo diagrama momento-curvatura (M-¢). Cuando
la viga simplemente apoyada alcanza el M4 -en el centro de la luz- se convierte en un
mecanismo y rompe. Sin embargo, cuando la viga continua de la figura 12.1 alcanza el
M. -en el apoyo central-, punto 1 del diagrama M-¢, no colapsa teniendo la capacidad

de absorber incrementos adicionales de giro para M, =cte —punto 2 del diagrama M-¢.
.Este fenémeno se traduce en que la viga hiperestatica no solo no se arruina cuando
alcanza el M4 Sino que puede soportar un aumento de carga (linea discontinua del
diagrama de momentos flectores). Cuando esto ocurre se dice que se ha formado una

rétula’ en el apoyo central de la viga hiperestatica.

El fenébmeno por el cual se absorben incrementos de carga mediante la
formacion de rétulas en estructuras hiperestaticas se denomina redistribucién de
esfuerzos. Este fendmeno se presenta tanto de estructuras de hormigén armado como
pretensado (por supuesto en estructuras metélicas y mixtas).

Para la comprobacién de los ELU, la EHE (articulo 21.4) permite una
redistribucion de la ley de flectores de hasta un 15% del maximo momento negativo®.

! Unos textos hablan de rétula plastica y otros de zona pléstica. Ambos conceptos son

diferentes (Chen 1995).

2 Siempre que se trate de dinteles de estructuras sensiblemente intraslacionales, y
ademas la profundidad de la fibra neutra de la seccion sobre el soporte, sometida al
momento redistribuido, sea inferior a 0.45d.
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12.3. MOMENTOS PRIMARIOS Y MOMENTOS SECUNDARIOS

Las deformaciones que experimentan las estructuras isostaticas debido a las
acciones exteriores no influyen en la distribucion de esfuerzos, tal y como se aprecia en
la viga isostatica de la figura 12.1. Si esta viga isostatica estuviera pretensaza, los
momentos flectores sobre la viga serian los debidos a la carga exterior méas los debidos a
la fuerza de pretensado. En este caso, a los momentos flectores asociados a la fuerza de
prentensado se les denomina momentos flectores primarios de pretensado (ver figura
12.2).

Mmax

| Diagrama M-®

Ley de Momentos flectores exteriores

- ~ =
= - ~ -
\

- ~
~~~~~~~ - = ~ - - -
Ley de Momentos flectores para —\

-
a“m‘?f.“os.‘?'e carga a partir de la Ley de Momentos flectores exteriores
plastificacion en B.

Figura 12.1 Isostatismo e Hiperestatismo



ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS 382

__________________________________________ v
JR—
A AT
T
(B
e () el

3

Figura 12.2 Momentos flectores primarios de pretensado

Sin embargo si la estructura es hiperestatica el pretensado producira
deformaciones que pueden influir en las leyes de esfuerzos de la estructura. La fuerza de
pretensado, con excentricidad constante e, tendera a producir una contraflecha en el
apoyo central de la viga pretensada de la figura 12.3. Para que la viga no se levante del
apoyo intermedio serd necesaria la aparicion de unas reacciones adicionales en los
apoyos, que modificaran las leyes de flectores y de cortantes sobre la viga. Los
momentos provocados por estas reacciones adicionales se conocen como momentos
secundarios de pretensado. Las leyes de momentos flectores secundarios tienen una
distribucidn lineal entre apoyos ya que estan asociadas a unas reacciones localizadas en
los apoyos, ver figura 12.3.
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Primarios de pretensado

n
( ) Ley de momentos flectores
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RL/4 - Pe Ley de momentos flectores

totales de pretensado

Figura 12.3. Momentos flectores de pretensado

Como consecuencia de la aparicién de los esfuerzos secundarios la ley de
momentos flectores de pretensado serd la suma de los momentos flectores primarios y
de los secundarios, tal y como se puede ver en la figura 12.3. La suma de las leyes de
momentos primarios y secundarios da lugar a la denominada ley de momentos flectores
totales de pretensado.

Se puede definir una nueva variable y de tal forma que el producto P-y sea
igual al momento flector total de pretensado (primario + secundario). La nueva variable
y define un punto de aplicacion de la resultante de compresiones del tendén de
pretensado. La nueva excentricidad y (figura 12.4) se conoce como excentricidad
efectiva y, una vez conocida, es posible operar tal y como se ha hecho en vigas
isostaticas en capitulos anteriores.
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Trazado real Trazado efectivo

Figura 12.4 Trazado real y trazado efectivo

Ejemplo

Consideremos la viga continua de dos vanos pretensada de la figura 12.5. La
fuerza de pretensado es constante de valor P. La excentricidad maxima es e en el vano
de luz L y de 2e en el vano de luz 2L. Los momentos flectores primarios de pretensado
son los representados en la figura 12.5.

A A 7 A
| L | 2L | o
Tl (81 Izpe

Figura 12.5. Viga pretensada y ley de momentos primarios de pretensado

En primer lugar vamos a deducir qué cargas aplicadas sobre la estructura
darian lugar a la misma ley de momentos flectores que la dibujada en la figura 12.5.
Para ello se puede operar de la siguiente forma: se libera el apoyo central y se aplican
tres cargas puntuales Py, P, y P3, a 0.5L, L y 2L respectivamente, tal y como se indica
en la figura 12.6.
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Figura 12.6. Sistema de cargas equivalentes

Para obtener el valor de las fuerzas puntuales aplicadas se impone la condicién
de igualdad de momentos flectores:

M=P.e para x=0.5L
M=0 para Xx=L
M=2Pe para x=2L

Estas tres condiciones dan lugar a un sistema lineal de 3 ecuaciones con tres
incAgnitas, de cuya resolucion se obtiene:

P.= 4Pell,
P, = - 4Pe/L
P;= 4Pe/l

A continuacion se procede de la siguiente manera: se considera la viga
solicitada por las cargas P; y Ps, cuyos valores son P; = P3 = 4Pe/L, y se calcula el
valor de la reaccion (R ) en el punto de x = L para que el desplazamiento vertical de la
viga en el apoyo central sea nulo. El valor de R distinto a P, (-4Pe/L) debido a que la
viga de la figura 12.5 —liberado el apoyo intermedio- experimentara un desplazamiento
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provocado por la fuerza de pretensado. La reaccion adicional que da lugar a los
esfuerzos secundarios serd la diferencia entre Ry P,.

Figura 12.7. Desplazamientos en el apoyo central

En la figura 12.7 se representan los desplazamientos vy, v, y vz del punto
situado a x=L producidos por las fuerzas P;, P3 y la reaccion R. Este punto corresponde
a la situacion del apoyo intermedio -que se ha liberado-. Para este problema podemos
utilizar cualquier prontuario de Resistencia de Materiales y deducir los valores de los
desplazamientos:

Pe L
4°=.~.(3L-L)
__L 2 2 (L/F_(a ¢ ]_19Pe >
Vi 6-El-3L [(BL) (A)z 8L L)} 18 EIL
Pe
4" L.L
L lepop-wp]-Pe
IR G R (0 et
R-2L-L ) ) ,] 4RL ,
= T B — (2L — (L = 2 2=
Vs 6-EI-3L(3) @y - 9 El

Imponiendo que el desplazamiento en el apoyo sea nulo, (i.e. vi+v3=V,), se
puede deducir el valor de R :

r-2rPe
8 L
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La diferencia entre el valor de R y P, corresponde a la reaccion adicional que
aparecera en el apoyo central y que, a su vez, dara lugar a los esfuerzos secundarios de
pretensado.

R _47Pe ,Pe_15Pe
secundaria 8 L L 8 L

Las leyes correspondientes a los esfuerzos secundarios de pretensado se
representan en la figura 12.8.
by

Ve .. v .
y 2e
A AN ? L
| L | 2L |
5/4 Pe/L
ﬂ:H 5/8 Pe/L
vt

&,

5/4 Pe

Figura 12.8. Ley de cortantes y momentos flectores secundarios de pretensado

El proceso seguido en este ejemplo ha sido el siguiente:

1. Célculo de la deformacion producida en una viga isostética por la fuerza de
pretensado

2. Imposicion de las limitaciones de los apoyos y determinacion de las reacciones
adicionales que generan los esfuerzos secundarios de pretensado.

Otra forma de calcular Py, P, y P3 es a partir de la proyeccion vertical de la
fuerza de pretensado en los puntos de variacién de la pendiente, ver figura 12.9. Los
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valores de la proyeccion vertical de la fuerza de pretensado en el trazado de la viga son
los indicados en la figura 12.9°

Figura 12.9. Fuerzas verticales producidas por el pretensado poligonal

Por trigonometria se pueden obtener los valores de las cargas indicadas en la

figura 12.9:

e 2e
t{oa=——=——=Sena
L/2 L
PlzPsena:ZPi
L
P,=2Psena= abe

L

Resolviendo la estructura supuesta sometida a estas fuerzas verticales —que
introduce la fuerza de pretensado- se pueden obtener los momentos totales de
pretensado. Una vez obtenidos los momentos totales se pueden obtener los momentos
secundarios restando de los totales los momentos primarios. Este ser4 el razonamiento
que seguiremos en el caso de trazado parabdlico, que se tratara a continuacion.

Es interesante sefialar que una viga con un trazado de tend6n horizontal estara
sometida Unicamente a un par de momentos en los extremos y un axil, tal y como se
indica en la figura 12.10.

® En el primer apoyo: P” y en el primer cambio de pendiente : P; .



HORMIGON ESTRUCTURAL 389
Hernandez-Gil

. ) C _________________________________________________ )

Figura 12.10. Momentos flectores ejercidos por el trazado horizontal

Cuando el trazado es parabolico la fuerza vertical que introduce el tenddn de
pretensado se deduce de la figura 12.11.

Figura 12.11. Equilibrio de fuerzas verticales sobre el tendén

Estableciendo el equilibrio de fuerzas verticales se tiene que:

wdx = 2Psend7a ~ 2P d_a

2 r=>wWpda=Pda= w=—
dx = p da P
(12.1)

donde w es la proyeccidn vertical de la fuerza distribuida, p es el radio de curvatura del
trazado y P es la fuerza de pretensado.

La relacién entre el radio de curvatura con la geometria del trazado de
pretensado ya se vio en el apartado 4.3.

Para la viga continua de dos vanos cuyo trazado es el indicado en la figura
12.12a, el pretensado dard lugar a las fuerzas verticales que aparecen en la figura
12.12h.
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L1/10 |<>|<>| Ly/10
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12.12. a) Viga continua de dos vanos. b) Fuerzas verticales producidas por el
pretensado

El considerar las fuerzas verticales producidas por el pretensado se debe a que
son éstas las que producen la flexion del elemento y las responsables, por tanto, de la
deformacion de la viga. El efecto de los axiles se ha despreciado en el calculo de las
deformaciones estructurales, siendo a nivel seccidn -como se ha visto en el capitulo VI-
donde la influencia del axil de pretensado es muy importante.
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Ejercicio
En la viga de la figura 12.13 se va a determinar la distribucion de momentos de
pretensado, diferenciando entre momentos primarios y secundarios. La fuerza de

pretensado considerada es de 1500 kN. Ademas se determinaran las reacciones en los
apoyos producidas por el pretensado.

20 20

8.0 I 10.0

i 20.0 | | | : " 200

Figura 12.13. Viga continua de dos vanos

En cada vano hay tres parabolas. Mediante semejanza de triangulos se puede
calcular la ordenada méaxima de cada una de las parabolas (e, €, ¥ €3). Conocida la
ordenada se calcula el radio de curvatura de cada pardbola y la carga uniforme que
introduce sobre la viga:

10 8 2
2 2
po=tt =19 _gem o ow, = =999 g 50kN/m
2-e, 2:-0.35 p, 142.86
L 8?
P, =—2—= 4=57.14m — W, =26.25kN/m
28 .07
5
L2 22
Py =—>—= =1429m — w,; =104.97 kN/m
2-e, 1

2-0.7=
5
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Del célculo de la viga continua sometida a las cargas wy, W, y ws anteriormente
calculadas se obtienen los momentos totales de pretensado. Ver figura 12.14.
El momento primario en el apoyo central es:
M=0.35:1500=525 kN-m

y, por tanto, el momento secundario en el apoyo serd 206.06 kN-m (731.06-
525=206.06). El trazado efectivo tendré en el apoyo una excentricidad y, cuyo valor

viene dado por:
y =731.06/1500 = 0.487 m

lo que constituye un incremento de 137 mm sobre el trazado real.

104.97 KN/m

26.25 kN/m 26.25 kN/m 10.50 kN/m

U LU T e

At TITEEE EEnnar
-422.00 KN-m -422.00 kKN-m

Momentos

totales de
‘ ‘ pretensado

731.06 KN-m
l 20.60 kN Momentos
secundarios

I\/T de prEtensado
10.30 kN

10.30 kN 206.06 KN-m

Figura 12.14. Momentos totales y secundarios de pretensado
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12.4. DISENO DEL TRAZADO DEL TENDON

En el capitulo anterior se tratd el disefio enfocado especialmente a vigas
isostaticas. En vigas hiperestaticas el trazado mas empleado es el parabdlico, cuyas
caracteristicas geométricas fueron tratadas en el capitulo 4.

En general se suele colocar el punto de inflexion entre parabolas a 1/10 de la
luz, como en la viga de la figura 12.12, procurando que la excentricidad sea maxima en
el punto de maximo momento.

Compensacion de momentos

Consideremos el trazado parabdlico de la viga isostatica de la figura 12.15. La
viga esta sometida a una carga exterior q uniformemente distribuida siendo la ley de
momentos flectores la que aparece en la figura 12.15. Si se resuelve el trazado mediante
una parabola se procurara que el momento de pretensado contrarreste a la ley de
momentos exteriores. Por tanto, si P es la fuerza de pretensado, la excentricidad e del
trazado sera e = M/P; o lo que es lo mismo, la fuerza vertical que introduce el tendén
seré igual a la carga q cambiada de signo®. Téngase en cuenta que, desde el punto de
vista de deformacién vertical, es lo mismo emplear el diagrama de momentos de
pretensado que el correspondiente a las cargas verticales introducidas por éste ya que
ambos son iguales.

q
Phbbbbbby

Ve

Trazado de pretensado

Momentos exteriores

Figura 12.15. Trazado parabdlico en una viga isostatica

* El momento maximo en centro de vano es qL?/8, luego la excentricidad méxima es
ens=qL%/8P, y el radio de curvatura (4.2) es:

2 2
L (L2
2e, 2qL°/8P
Se puede comprobar que aplicando la expresion 12.1 se obtiene w=P/p=q.
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Asi pues, el trazado parabdlico introduce una fuerza continua opuesta a la
accion exterior ¢, puesto que no se producen esfuerzos secundarios. La ley de
momentos flectores de la carga vertical de pretensado sera igual a la ley de momentos
primarios P-e. Ver figura 12.16. A este trazado, obtenido de compensar directamente la
ley de flectores, se le denomina trazado concordante.

NN RN

Diagrama de
Momentos flectores

Trazado
concordante

Figura 12.16. Trazado concordante de pretensado.

Obviamente, cuando no existen esfuerzos secundarios, los trazados real y
efectivo de pretensado coinciden.

El trazado que se indica en la figura 12.16 no se puede materializar en vigas
hiperestaticas dado que los trazados parabolicos tienen que ser del tipo de los que
aparecen en las figuras 12.12 y 12.13. Sin embargo, suele ser habitual comenzar el
primer tanteo partiendo del diagrama de momentos de las acciones exteriores,
procurando que en los puntos de apoyo el radio sea minimo.

Transformacion lineal

Anteriormente se ha visto que el trazado efectivo se obtenia a partir del trazado
real modificandolo en funcién de los valores de los momentos secundarios. En general,
se mantenia la forma del trazado ajustandola en los apoyos de manera que el resto del
trazado experimentaba una variacion lineal en funcion de la distancia al apoyo en el que
realiza el ajuste y del valor de éste.
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Consideremos una aproximacion rectilinea del trazado para el problema
correspondiente a la figura 12.13, (figura 12.17a) y una transformacion lineal del
trazado ajustada al apoyo central, figura 12.17b.

) a
| [ /]\ I
- 0.350 m _— 0.350m .-
l 52.5 kN l 210.0 kN l52_5 KN
T 157.5kN T157.5 kN
. + 0550 m :
.................................................................................... - b
i A 0250 m P A 0250m i
[ | - -

l 37.5kN l 240.0 kN l37.5 kN
T 157.5 kN T157,5 kN

Figura 12.17. Transformacién lineal

En las figuras 12.17a y b se han representado, ademas de los trazados, las
cargas verticales equivalentes. Se aprecia que estas cargas equivalentes son distintas en
los apoyos de las vigas 12.17a y b e iguales en el interior de los vanos. Puesto que las
cargas en el interior de los vanos son las mismas en las dos vigas los momentos totales
de pretensado seran idénticos aunque aisladamente no coincidan los momentos
primarios y secundarios. Sin embargo, tal y como se ha visto en el apartado 12.3, los
momentos totales son los Gnicos que intervienen en la definicion del trazado efectivo®,

® 6 linea de presiones en el hormigén.
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Si no se aproxima el curvo por uno rectilineo esto no seria totalmente cierto
puesto que el punto de inflexion habria variado ligeramente. Si embargo, este hecho no
se suele tener en cuenta. Asi pues, se puede concluir que las transformaciones lineales
del trazado de pretensado no modifican los momentos totales de pretensado. Esta
propiedad es muy util para la modificacion de trazados con objeto de verificar las
limitaciones de tensiones, ya tratadas en el capitulo anterior.
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Tabla de secciones en cm? y pesos (cualquier tipo de acero)

Diametro | Peso Numero de barras

@ (mm) (kg/m) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 0,15 0,20 0,39 0,59 0,79 0,98 1,18 1,37 1,57 1,77
6 0,22 0,28 0,57 0,85 1,13 1,41 1,70 1,98 2,26 2,54
8 0,4 0,50 1,01 1,51 2,01 2,51 3,02 3,52 4,02 4,52
10 0,62 0,79 1,57 2,36 3,14 3,93 4,71 5,50 6,28 7,07
12 0,89 1,13 2,26 3,39 4,52 5,65 6,79 7,92 9,05 10,18
14 1,21 1,54 3,08 4,62 6,16 7,70 9,24 | 10,78 12,32 13,85
16 1,58 2,01 4,02 6,03 8,04 | 10,05 | 12,06 | 14,07 16,08 18,10
20 2,47 3,14 6,28 9,42 | 12,57 | 15,71 | 18,85 | 21,99 25,13 28,27
25 3,85 4,91 9,82 | 14,73 | 19,63 | 24,54 | 29,45 | 34,36 39,27 44,18
32 6,31 8,04 | 16,08 | 24,13 | 32,17 | 40,21 | 48,25 | 56,30 64,34 72,38
40 9,87 | 12,57 | 25,13 | 37,70 | 50,27 | 62,83 | 75,40 | 87,96 | 100,53 | 113,10

Vista: http://IngCivilPeru.blogspot.com
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